
อนุกรมกําลังของจํานวนเชิงซอน 
 
 
 
 
 
 
 

โดย 
 

นางสาวณิธิมา    แสงจักร 
 
 
 
 
 
 
 
 

สารนิพนธนี้เปนสวนหนึ่งของการศึกษาตามหลักสูตรปริญญาวทิยาศาสตรมหาบัณฑติ 
สาขาวิชาคณติศาสตรและเทคโนโลยีสารสนเทศ 

ภาควิชาคณติศาสตร 
บัณฑิตวทิยาลัย  มหาวิทยาลัยศิลปากร 

ปการศึกษา 2549 
ISBN  974-11-6237-5 

ลิขสิทธิ์ของบัณฑิตวทิยาลัย  มหาวิทยาลัยศิลปากร 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



POWER   SERIES  OF  COMPLEX  NUMBERS 
 
 
 
 
 
 
 

By 
 

Nithima   Sangjug 
 
 
 
 
 
 
 
 

A Master’s Report Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements for the Degree 
MASTER OF SCIENCE 

Department of Mathematics 
Graduate School 

SILPAKORN UNIVERSITY 
2006 

ISBN  974-11-6237-5 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



    บัณฑิตวิทยาลัย  มหาวิทยาลัยศิลปากร  อนุมัติใหสารนิพนธเรื่อง “อนุกรมกําลังของ
จํานวนเชิงซอน”  เสนอโดย  นางสาวณิธิมา   แสงจักร  เปนสวนหนึ่งของการศึกษาตามหลักสูตร
ปริญญาวิทยาศาสตรมหาบัณฑิต  สาขาวิชาคณิตศาสตรและเทคโนโลยีสารสนเทศ 
 

....................................................................... 
                                                                                      (รองศาสตราจารย  ดร. ศิริชัย    ชินะตังกูร)                             

               คณบดีบณัฑิตวิทยาลัย    
วันที่...........เดอืน...........................พ.ศ.............                        

 
 
 
ผูควบคุมสารนิพนธ 

รองศาสตราจารยวารี เกรอต 
 
 
คณะกรรมการตรวจสอบสารนิพนธ 
 
.............................................................................ประธานกรรมการ 
(รองศาสตราจารย  ดร.  ฉววีรรณ  รัตนประเสริฐ) 
………../…….………/………. 
 
.............................................................................กรรมการ 
(รองศาสตราจารย  วารี  เกรอต) 
………../…….………/………. 
 
.............................................................................กรรมการ 
(รองศาสตราจารย  ดร.  สืบสกุล อยูยืนยง) 
………../…….………/………. 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



 ง

K 46308302  :  สาขาวิชาคณติศาสตรและเทคโนโลยีสารสนเทศ 
คําสําคัญ  :  อนุกรมกําลังของจํานวนเชิงซอน 
     ณิธิมา  แสงจักร : อนุกรมกําลังของจํานวนเชิงซอน(POWER  SERIES  OF  COMPLEX  
NUMBERS ) อาจารยผูควบคุมสารนิพนธ  : รศ.วารี  เกรอต.  58  หนา. ISBN  974-11-6237-5 
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 We  studied  power  series  of  real  numbers  in  Mathematical  Analysis  course . In  this  
project  we  will  study  the  power  series  of  complex  numbers  with  interesting  characteristic : 
namely  every  power  series  has  a   circle  of  convergence  and  the  power  series  converges  
uniformly  within  its  circle  of  convergence . As  a  consequence  of  uniform  convergence  we  
will  show  that   power  series  define  analytic  functions  that  can  be  differentiated  and  
integrated  term  by  term  within  the  circles  of  convergence . Moreover  we  show  that  every  
analytic  function  must  possess  a  power  series  expansion .   
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บทที่  1 
บทนํา 

(INTRODUCTION) 
 

 เราไดศึกษาเรื่องอนุกรมกําลังของจํานวนจริงมาแลว  ในสารนิพนธฉบับนี้เราจะกลาวถึง
อนุกรมกําลังของจํานวนเชิงซอน  ซ่ึงซับซอนกวาอนุกรมกําลังของจํานวนจริงและมีลักษณะเฉพาะ 
ที่นาสนใจ  ทุกอนุกรมกําลังจะมีวงกลมของการลูเขา  และอนุกรมกําลังจะลูเขาแบบยูนิฟอรม
ภายในวงกลมของการลูเขา    ผลที่ตามมาของการลูเขาแบบยูนิฟอรม  คือ 

1. อนุกรมกําลังใด  ๆ  จะนิยามฟงกชันวิเคราะหที่ทุกจุดซึ่งอยูภายในวงกลมของการลูเขา 
2. ฟงกชันวิเคราะหในขอ 1.  จะมีอนุพันธทุกอันดับภายในวงกลมของการลูเขา 

นอกจากนี้เราไดศึกษาวา  ทุกฟงกชันวิเคราะหจะสามารถกระจายเปนอนุกรมกําลังได  ซึ่งจะเรียก
อนุกรมกําลังนี้ วา  อนุกรมเทยเลอร 
 เร่ิมตนจะกลาวถึงทฤษฎีบทพื้นฐานของลําดับและอนุกรมของจํานวนจริง   การทดสอบ
การลูเขาของอนุกรม    ศึกษาระบบจํานวนเชิงซอนและโทโพโลยีเบื้องตนใน  2R   เพื่อนําไปใชใน
การศึกษาเรื่องอนุกรมของจํานวนเชิงซอน และอนุกรมกําลังของจํานวนเชิงซอน 
 ตอมาจะศึกษาลําดับและอนุกรมของจํานวนเชิงซอน  รวมทั้งการลูเขาของอนุกรมของ
จํานวนเชิงซอน  และศึกษาทฤษฎีบทที่ใชในการทดสอบการลูเขาของอนุกรมของจํานวนเชิงซอน 
 สุดทายเราศึกษาอนุกรมกําลังของจํานวนเชิงซอนและวงกลมของการลูเขา โดยไดผลสรุป
เกี่ยวกับวงกลมของการลูเขาของอนุกรมกําลังดังนี้ 
  1.    อนุกรมกําลังลูเขาแบบยูนิฟอรมสําหรับทุกจุดซ่ึงอยูบนหรืออยูภายในวงกลมที่อยู
ภายในวงกลมของการลูเขา 

 2.    อนุกรมกําลังลูเขาสูฟงกชัน f   ซ่ึงมีความตอเนื่องที่ทุกจุดภายในวงกลมของการลูเขา 
 3.   อนุกรมกาํลังที่ไดจากการอินทิเกรตอนุกรมกําลังในขอ 2.ทีละเทอม จะลูเขาสูอินทิกรัล

ของฟงกชัน  f   ภายในวงกลมของการลูเขา 
 4.    อนุกรมกําลังที่ไดจากการดิฟเฟอเรนชิเอตอนุกรมกําลังในขอ 2. ทีละเทอม จะลูเขาสู

อนุพันธของฟงกชัน  f   ภายในวงกลมของการลูเขา 
ในสารนิพนธฉบับนี้ไดแบงเนื้อหาในแตละบทมีรายละเอียดดังนี้ 
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บทที่  2  : กลาวถึงทฤษฎีบทพื้นฐานที่จําเปนในการศึกษาเรื่องอนุกรมกําลังของจํานวน
เชิงซอน 

บทที่  3  :  ศึกษาอนุกรมของจํานวนเชิงซอน  โดยจะเริ่มศึกษาตั้งแตลําดับของจํานวน
เชิงซอน  อนุกรมของจํานวนเชิงซอนและการลูเขา  พรอมทั้งศึกษาทฤษฎีบทที่ใชในการทดสอบ
การลูเขาของอนุกรมของจํานวนเชิงซอน     

บทที่  4  :  ศึกษาอนุกรมกําลังของจํานวนเชิงซอน  โดยจะศึกษาวงกลมของการลูเขาและ
การลูเขาแบบยูนิฟอรมของอนุกรมกําลัง 

บทที่  5  :  ศึกษาอนุกรมเทยเลอร  ซ่ึงคือการกระจายเปนอนุกรมกําลังของฟงกชันวิเคราะห 
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บทที่  2 
ทฤษฎีบทพื้นฐาน 

(FUNDAMENTAL  THEOREMS) 
 

ในบทนี้เราจะศึกษาบทนิยามและทฤษฎีบทที่เปนพื้นฐานในการศึกษาอนุกรมกําลัง
ของจํานวนเชิงซอน  ซ่ึงประกอบไปดวย  ลําดับ  อนุกรมของจํานวนจริงและการทดสอบการลูเขา 
ระบบจํานวนเชิงซอนและโทโพโลยีเบื้องตนใน  2R โดยจะละการพิสูจน 

ในสารนิพนธฉบับนี้จะแทนเซตของจํานวนจริงทั้งหมดและเซตของจํานวนเต็มบวก
ทั้งหมดดวย R   และ +I  ตามลําดับ   และสัญลักษณ BA⊂  แทนความหมายวา A  เปนสับเซต
ของ B  

 
บทนิยาม 2.1 : ลําดับของจํานวนจริง   (sequences  of  real  numbers) คือฟงกชันซึ่งมีโดเมน
เปน +I และมีเรนจเปนสับเซตของ  R  

ถา  f  เปนลําดับของจํานวนจริง   แลวเราจะแสดงถึงลําดับของจํานวนจริงโดย  { }nx

หรือโดย    ,...,, 321 xxx  เมื่อ  ( )nfxn =    สําหรับทุก +∈ In  และเรียก nx วา  เทอมท่ี n   (nth 
term) ของ  { }nx  

ในบทนี้  เมื่อกลาวถึงลําดับ  จะหมายถึงลําดับของจํานวนจริง 
 
บทนิยาม 2.2 : เราจะกลาววา ลําดับ { }nx  ลูเขาสูจํานวนจริง L  (converges   to  L ) ถาแตละ
จํานวนจริงบวก ε   มีจํานวนเต็มบวก N   ที่ทําให  ε<−Lxn   สําหรับทุก Nn ≥  

จะใชสัญลักษณ  Lxlim n
n

=
∞→

  หรือ Lxn →   เพื่อแสดงวา{ }nx ลูเขาสู L  และ

เรียก L  วาลิมิต (limit) ของ{ }nx   
 
บทนิยาม 2.3 : เราจะกลาววา ลําดับ { }nx  เปนลําดับลูเขา (convergent  sequence )ถามี RL∈  
ซ่ึง { }nx  ลูเขาสู  L     ถาไมเปนเชนนี้    เราจะกลาววาลําดับ{ }nx เปนลําดับลูออก (divergent  
sequence) 
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ทฤษฎีบท 2.4 : ถา{ }nx  เปนลําดับลูเขา  แลว{ }nx มีลิมิตเพียงคาเดียว 
 
บทนิยาม 2.5 : เราจะกลาววา ลําดับ { }nx มีขอบเขต(bounded)   ถามีจํานวนจริงบวก M  
ซ่ึง Mxn ≤ สําหรับทุก +∈ In  
 
บทนิยาม 2.6 : เราจะกลาววาจํานวนจริง  u   เปนขอบเขตบน (upper  bound)  ของลําดับ { }nx   
ถา uxn ≤  สําหรับทุก +∈ In   
 
บทนิยาม 2.7 : เราจะกลาววาจํานวนจริง  l   เปนขอบเขตลาง (lower  bound)  ของลําดับ { }nx    
ถา lxn ≥  สําหรับทุก +∈ In  
 
ขอสังเกต 2.8 :  ลําดับที่มีขอบเขตจะมีทั้งขอบเขตบนและขอบเขตลาง 
 
ทฤษฎีบท 2.9 :  ถา { }nx  เปนลําดับลูเขา  แลว { }nx มีขอบเขต 
 
ขอสังเกต 2.10 :  ลําดับที่ไมมีขอบเขตเปนลําดับลูออก  
 
บทนิยาม 2.11 :   เรากลาววา  ลําดับ { }nx  เปนลําดับที่ 

(1)    เพิ่มขึ้น(increasing)   ถา  nn xx ≥+1  สําหรับทุก +∈ In  
(2)    ลดลง  (decreasing)   ถา  nn xx ≤+1  สําหรับทุก +∈ In  
เรียกลําดับที่เปนลําดับเพิ่มขึ้นหรือเปนลําดับลดลงวา ลําดับโมโนโทน (monotone  

sequence) 
 
ทฤษฎีบท 2.12  : ลําดับมีขอบเขตที่เปนลําดับโมโนโทนจะเปนลําดับลูเขา 
 
บทแทรก 2.13 : ถา{ }nx เปนลําดับมีขอบเขตและ nn xx ≥+1   สําหรับทุก 1Nn≥  
หรือ nn xx ≤+1  สําหรับทุก 2Nn≥   แลว{ }nx  เปนลําดับลูเขา 
 
บทนิยาม 2.14  : กําหนดให{ }nx  และ { }ny   เปนลําดับของจํานวนจริง  นิยามผลบวก(sum) 
และ ผลคูณ(product)  ของ{ }nx และ{ }ny วาคือลําดับ{ }nn yx + และลําดับ{ }nn yx  ตามลําดับ 
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ในกรณีที่ 0yn ≠ สําหรับทุก +∈In   นิยามผลหาร(quotient) ของ{ }nx และ{ }ny   

วาคือลําดับ 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

n

y
x  

 
ทฤษฎีบท 2.15 : ถาลําดับ{ }nx  ลูเขาสู Rx∈   และลําดับ{ }ny  ลูเขาสู Ry∈  แลวไดวา  
(1)  ลําดับ { }nax  ลูเขาสูax    สําหรับทุก Ra∈  
(2) ลําดับ{ }nn yx + ลูเขาสู yx+  
(3) ลําดับ{ }nn yx ⋅ ลูเขาสู yx ⋅  

(4) ถา 0yn ≠   สําหรับทุก +∈In  และ 0y ≠   แลว
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

n

y
x ลูเขาสู 

y
x  

 
    ทฤษฎีบท 2.16  : The  Squeezing  Theorem 

ให { }na ,{ }nb และ{ }nc เปนลําดับซึ่ง   nnn bca ≤≤   สําหรับทุก +∈In   ถาลําดับ     
{ }na   และ  { }nb ลูเขาสู RL∈    แลวลําดับ{ }nc  ลูเขาสู L  

 
ทฤษฎีบท 2.17 : เกณฑของโคชีสําหรับการลูเขาของลําดับ 

ลําดับ{ }nx เปนลําดับลูเขา  ก็ตอเมื่อ  สําหรับแตละ 0ε > มีจํานวนเต็มบวก N ที่ทําให   
ε<− mn xx   สําหรับทุก Nn     ≥  และทุก  Nm ≥  

 
บทนิยาม 2.18 :ให I  เปนชวงเปด  และ Ia∈  ถา f เปนฟงกชันคาจริงซ่ึงนิยามคาที่ทุกจุดใน I   
และอาจยกเวนที่จุด a   เรากลาววาจํานวนจริง  L   เปนลิมิตของ f  ท่ี a  ( limit  of f at a  ) 
ถาสําหรับแตละ 0>ε   จะมี 0>δ    ซ่ึงสอดคลองวา ε<−Lxf )(   ถา δ<−< ax0  

เราเขียนแทนความหมายตามบทนิยามโดย   Lxflim
ax

=
→

)(   และกลาววา )(xflim
ax→

   

หาคาได (exists) 
 
บทนิยาม 2.19 : ให f  เปนฟงกชันคาจริงที่นิยามคาบนชวง ( )ba ,  เรากลาววาจํานวนจริง L   
เปนลิมิตของ f เม่ือ x  เขาใกล a  ทางขวา (limit  of f  as  x  approaches a  from  the  
right)  ถาสําหรับแตละ 0>ε   จะม ี 0>δ    ซ่ึงสอดคลองวา ε<−Lxf )(   ถา δ<−< ax0  
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เราเขียนแทนความหมายตามบทนิยามโดย Lxflim
ax

=
+→

)( และกลาววา )(xflim
ax +→

 

หาคาได (exists) 
 
บทนิยาม 2.20 : ให f เปนฟงกชันคาจริงที่นิยามคาบนชวง ( )ba ,   เรากลาววาจํานวนจริง L   
เปนลิมิตของ f เม่ือ x  เขาใกล b  ทางซาย (limit  of f  as  x  approaches b  from  the  left) 
ถาสําหรับแตละ 0>ε   จะมี 0>δ    ซ่ึงสอดคลองวา ε<−Lxf )(   ถา 0bx <−<−δ  

เราเขียนแทนความหมายตามบทนิยามโดย Lxflim
bx

=
−→

)( และกลาววา  )(xflim
bx −→

         

หาคาได (exists) 
 
บทนิยาม 2.21 :  ให f เปนฟงกชันคาจริงทีน่ิยามคาบนชวง ( )+∞,a   เรากลาววาจํานวนจริง L   
เปนลิมิตของ f  ท่ี +∞  (limit  of f  at +∞  ) ถาสําหรับแตละ 0>ε   จะมจีํานวนจริง M  
ซ่ึงสอดคลองวา ε<−Lxf )(   เมื่อ Mx >  

เราเขียนแทนความหมายตามบทนิยามโดย Lxflim
x

=
+∞→

)(   และกลาววา )(xflim
x +∞→

  
หาคาได (exists) 

 
บทนิยาม 2.22 : ให f เปนฟงกชันคาจริงทีน่ิยามคาบนชวง ( )b,∞−  เรากลาววาจํานวนจริง  L  
เปนลิมิตของ f  ท่ี −∞  (limit  of f  at  −∞  ) ถาสําหรับแตละ 0>ε  จะมีจาํนวนจริง M    
ซ่ึงสอดคลองวา ε<−Lxf )(   เมื่อ Mx <  

เราเขียนแทนความหมายตามบทนิยามโดย Lxflim
x

=
−∞→

)( และกลาววา )(xflim
x −∞→

    
หาคาได (exists) 

 
 ทฤษฎีบท 2.23 : กําหนดให { }nx เปนลําดับ  และ f เปนฟงกชันคาจริงซ่ึงนิยามคาบน  [ )∞,b    
ซ่ึง nxnf =)(  สําหรับทุก  +∈In  เมื่อ  bn≥     ถา Lxflim

x
=

∞→
)(  แลว { }nx  เปนลําดับลูเขา 

และ Lxlim n
n

=
∞→

 

 
บทนิยาม 2.24 : ให RD⊂  และ RDf →:  เราจะกลาววา f ตอเนื่องที่ a (continuous  at    
a )  เมื่อ Da∈     ถา )()( afxflim

ax
=

→
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ขอสังเกต 2.25 : ให RD⊂  และ RDf →:   เราจะกลาววา f  ตอเนื่องที่ a   ( continuous at a ) 
เมื่อ Da∈   ก็ตอเมื่อสําหรับแตละ 0    >ε   จะ มี 0    >δ   ซ่ึงสอดคลองวา ε        )(    )(  <− afxf     
ถา δax0 <−≤       
   
บทนิยาม 2.26 : ฟงกชัน f  ตอเนื่องบนชวงเปด ( )ba ,  (continuous on ( )ba , )  ก็ตอเมื่อ  f  เปน
ฟงกชันตอเนื่องที่ทุก ๆจุดในชวง  ( )ba ,    
 
บทนิยาม 2.27 : ฟงกชัน f  ตอเนื่องบนชวงปด [ ]ba , (continuous on [ ]ba , )   ถา f  สอดคลอง
เงื่อนไขตอไปนี้  

(1) f  ตอเนื่องบนชวงเปด ( )ba ,  
(2) )()( afxflim

ax
=

+→
  และ )()( bfxflim

bx
=

−→
 

 
บทนิยาม 2.28 : ให RD⊂  และ RDf →:    เราจะกลาววา f   ตอเนื่องแบบยนูิฟอรม 
(uniformly  continuous)ใน D   ถาสําหรับแตละ 0    >ε  จะ มี 0    >δ    ซ่ึงสอดคลองวา   

ε        )(    )(  21 <− xfxf    เมื่อ   Dxx ∈21 ,    และ δ           21 <− xx  
 
บทนิยาม 2.29 : ให  I  เปนชวงเปดใด ๆ   และ Ia∈   เราจะกลาววา RIf →:    หาอนุพันธได
ท่ีa  (differentiable at  a  )  ถา 

h
afhaflim

0h

)()( −+
→

   หาคาได  
คาลิมิตตามบทนิยามขางบนเรียกวาอนุพันธของ f  ท่ี  a  (derivative of f at a  )   

และเขียนแทนโดย ( )af ′      ถา f  หาอนุพันธไดที่ทุกจุดใน I  เราจะกลาววาฟงกชัน f   หา
อนุพันธได  (differentiable) บน I  
 
ทฤษฎีบท 2.30 : ให  I  เปนชวงเปดใด ๆ  และ Ia∈    ถา RIf →:   หาอนุพันธไดที ่ a  
แลว f  ตอเนื่องที่ a  
 
ทฤษฎีบท 2.31 : กฎของโลปตาล   (  L’ Hopital ’ s  Rule) 

สมมติ f และ g  หาอนุพันธไดบนชวงเปด ( )ba,  และ 0xg ≠′ )(  สําหรับทุกคา 
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 ( )bax ,∈   ถ ามี ( )bax0 ,∈ ซ่ึ ง  0xglimxflim
xxxx

==
→→

)()(
00

  และ  ( )
( )xg

xflim
xx ′

′
→ 0

  หาค าได

แลว ( )
( )

( )
( )xg

xflim    
xg
xflim

xxxx ′
′

=
→→

        
00             

 

 
ขอสังเกต  2.32  :  (1)    กฎของโลปตาลยังใชไดเมื่อ ±∞==

→→
)()(

00
xglimxflim

xxxx
 

    (2)     กฎของโลปตาลสามารถขยายไปถึงกรณีที่  ±∞→x   หรือ +→ax   
หรือ  −→bx  
 
บทนิยาม 2.33 :ให a  และb  เปนจํานวนจริงใด ๆ ซ่ึง ba <    ถา +∈Ιn   และ 
เมื่อ bxxxxa nn =<<<<= −110 ...    แลวจะเรียก { }nxxxP ,...,, 10= วาพารทิชัน (partition)  
ของชวงปด [ ]ba,  
 
บทนิยาม 2.34 :ให f เปนฟงกชันมีขอบเขตบนชวง [ ]ba,  และ { }nxxxP ,...,, 10= เปนพารทิชัน 
ของชวง[ ]ba,  ให ( ){ }iii xxxxfinfm ≤≤= −1   และ  ( ){ }iii xxxxfsupM ≤≤= −1    
เราเรียก ( )1

1
),( −

=
−=∑ ii

n

i
i xxmfPL  วาผลบวกลางของ f เทียบกับพารทิชันP (lower sum 

of f relative to partition P )  และเรียก ( )1
1

),( −
=

−=∑ ii

n

i
i xxMfPU วาผลบวกบนของ f  

เทียบกับพารทิชันP (upper  sum  of f  relative  to  partition P )  
  

บทนิยาม 2.35 : ให f  เปนฟงกชันมีขอบเขตบนบนชวง[ ]ba,   ถา    
   ( ){ } ( ){ }fPUinffPLsup

PP
,, =  

 เราเรียกคาที่ไดนี้วา อินทิกรัลของ f (integral  of f )บน [ ]ba,   และเขียนแทนดวยสัญลักษณ       

∫
b

a
f   หรือ ∫

b

a
dxxf )(   และกลาววา f  อินทิเกรตได (integrable)  บน[ ]ba,  

 
ทฤษฎีบท 2.36 : ถา f  อินทิเกรตไดบนชวงปด[ ]ba,   แลว f  อินทิเกรตไดบนชวงปด[ ]xa,  เมื่อ 

[ ]bax ,∈  
 
ทฤษฎีบท 2.37 : ถา f  ตอเนื่องบนชวงปด[ ]ba, แลว f  อินทิเกรตไดบนชวงปด[ ]ba,  
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ทฤษฎีบท 2.38 :  ถา  f  มีขอบเขตและตอเนื่องที่ทุกจุดบนชวงปด[ ]ba,  และอาจยกเวนที่จุดซึ่งมี
จํานวนนับถวน   แลว f  อินทิเกรตไดบนชวงปด[ ]ba,  
 
ทฤษฎีบท 2.39 : ถา f  อินทิเกรตไดบนชวงปด[ ]ba,   แลว   f  อินทิเกรตไดบนชวงปด[ ]ba,  

และ ∫∫ ≤
b

a

b

a
dx f(x) f(x)dx  

 
บทนิยาม 2.40 :  กําหนดให RD⊂≠φ   สําหรับทุก +∈ In  ให RDfn →:   เราจะกลาววา  
{ }nf  เปนลําดับของฟงกชันบน D (sequence  of  functions  on D ) 
 
บทนิยาม 2.41 : ให { }nf  เปนลําดบัของฟงกชันบน D  และ RDf →:   เราจะกลาววา  
ลําดับ { }nf  ลูเขาแบบยูนิฟอรมสู f  บน D   (converges  uniformly to f on D )  ถาสําหรับแต
ละ 0>ε  มีจํานวนเต็มบวก N   ซ่ึง ε<− )()( xfxfn   สําหรับทุก  Dx∈  และทุก Nn ≥  

เราเรียกฟงกชัน f  วาลิมิตยนูฟิอรม (uniform   limit)ของลําดับ{ }nf   และกลาววา
ลําดับ{ }nf เปนลําดบัลูเขาแบบยูนฟิอรม(uniformly  convergent  sequence)  

 
ทฤษฎีบท 2.42 : ให{ }nf เปนลําดับของฟงกชันตอเนื่องบนD  ถาลําดับ{ }nf ลูเขาแบบยูนิฟอรมสู 
f บนD  แลว f เปนฟงกชันตอเนื่องบน D  

 
ขอสังเกต 2.43: บทกลับของทฤษฎีบท 2.42 ไมจริง 
 
ทฤษฎีบท 2.44 :ให { }nf  เปนลําดับของฟงกชันที่อินทิเกรตไดบน[ ]ba ,  และ [ ] Rbaf →,:  
ถาลําดับ{ }nf ลูเขาแบบยูนิฟอรมสู f บน[ ]ba ,  แลว f  เปนฟงกชันที่อินทเิกรตไดบน[ ]ba ,  

และ ∫∫ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∞→

b

a

b

a
n

n
fflim  

 
ขอสังเกต 2.45 : บทกลับของทฤษฎีบท  2.44 ไมจริง 
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บทนิยาม 2.46 : ให{ }na เปนลําดบัของจํานวนจริง  สําหรับทุก +∈Ιn ให nn aaaS +++= ...21    
เราจะเรียก{ }nS  วาอนุกรมของจํานวนจริง (series  of  real  numbers)  ซ่ึงมีเทอมที่  n   คือ  na   

และเขียนแทนอนุกรมโดย   ∑
∞

=1n
na  หรือ  ...a...aa n21 ++++   เราเรียก nS วาผลบวกยอยท่ี n  

( n th partial  sum) ของอนุกรม 
 

ในบทนี้เมื่อกลาวถึงอนุกรม  จะหมายถึงอนุกรมของจํานวนจริง 
 

บทนิยาม 2.47 : เราจะกลาววาอนุกรม ∑
∞

=1n
na ลูเขาสู S (converges   to S )   ถาลําดับ{ }nS ลูเขา

สู S  เราเรียก S วาผลบวก(sum)ของอนุกรม   และเขียนแทนโดยสัญลักษณตอไปนี้  

∑
∞

=
=

1n
naS  

และจะกลาววาอนุกรม∑
∞

=1n
na เปนอนุกรมลูเขา (convergent  series)     

ถา{ }nS เปนลําดับลูออกแลว   เราจะกลาววาอนกุรม∑
∞

=1n
na เปนอนุกรมลูออก  

(divergent  series) 
 

ทฤษฎีบท  2.48 : ถา ∑
∞

=1n
na เปนอนกุรมลูเขา   แลว 0alim n

n
=

∞→
 

 
ทฤษฎีบท  2.49 :  อนุกรมเรขาคณติ (Geometric  series) 
อนุกรมเรขาคณิต∑

∞

=1n

nr ลูเขาเมื่อ 1r <  และลูออกเมื่อ 1r ≥  

 

ทฤษฎีบท  2.50 : ให { }na เปนลําดับของจํานวนจริงที่ไมเปนลบ   แลว ∑
∞

=1n
na เปนอนุกรมลูเขา  

ก็ตอเมื่อ   มีจํานวนบวก M   ซ่ึง Ma...aa n21 ≤+++  สําหรับทุก +∈Ιn  
 
 ทฤษฎีบท  2.51  :  อนุกรมฮารโมนิค  (Harmonic  series) 
 อนุกรมฮารโมนิค   ∑

∞

=1n n
1    เปนอนุกรมลูออก 
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 ทฤษฎีบท  2.52 : ให∑
∞

=1n
na และ∑

∞

=1n
nb เปนอนุกรมลูเขา  ถา A  และB  เปนจํานวนจริงใด ๆ    

 แลวจะไดวา )Bb(Aa
1n

nn∑
∞

=
+ เปนอนุกรมลูเขา  และ ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=
+=+

1n
n

1n
n

1n
nn bBaA)Bb(Aa  

 
 ทฤษฎีบท 2.53 : การทดสอบเปรียบเทียบ  (The  Comparison Test) 
 ให { }na และ { }nb  เปนลําดับของจํานวนจริง ซ่ึง   nn ba0 ≤≤ สําหรับแตละ +∈Ιn  
 (1)  ถา∑

∞

=1n
nb เปนอนุกรมลูเขา  แลว∑

∞

=1n
na เปนอนุกรมลูเขา 

 (2)  ถา ∑
∞

=1n
na เปนอนุกรมลูออก  แลว∑

∞

=1n
nb เปนอนุกรมลูออก 

 
 ทฤษฎีบท 2.54 : การทดสอบพี  (The  p –Test ) 
 สําหรับจํานวนจริง p   อนุกรม ∑

∞

=1n
pn

1 เปนอนุกรมลูเขา ก็ตอเมื่อ 1p >  

 
 ทฤษฎีบท 2.55 :   เกณฑของโคชีสาํหรับการลูเขาของอนุกรม  (The  Cauchy  Convergence  
Criterion  for  Series ) 

อนุกรม ∑
∞

=1n
na เปนอนุกรมลูเขา ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ 0ε >   มีจํานวนเต็มบวก N    

ที่ทําให   ε    a...a a kn2n1n <+++ +++   สําหรับทุก  Nn     ≥   และทุก  +∈ Ik   
 
บทนิยาม 2.56 : เราจะกลาววาอนุกรม ∑

∞

=1n
na เปนอนุกรมลูเขาสัมบูรณ (absolutely    convergent)  

ถาอนุกรม ∑
∞

=1n
na เปนอนุกรมลูเขา 

 
ทฤษฎีบท 2.57 :  ถาอนุกรม ∑

∞

=1n
na   เปนอนุกรมลูเขา   แลวอนกุรม ∑

∞

=1n
na  เปนอนุกรมลูเขา      

 
ทฤษฎีบท 2.58 :  การทดสอบอัตราสวนสําหรับอนุกรม  ( The  Ratio  Test  for  Series) 

สําหรับอนุกรม ∑
∞

=1n
na สมมติ L

a
a

lim
n

1n
n

=+

∞→
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(1)  ถา 1L <  แลวอนุกรม ∑
∞

=1n
na เปนอนุกรมลูเขาสัมบูรณ 

(2)  ถา 1L >  หรือ +∞=L แลวอนุกรม ∑
∞

=1n
na เปนอนุกรมลูออก 

 
บทนิยาม  2.59 : เราจะกลาววาอนุกรม ∑

∞

=1n
na เปนอนุกรมลูเขาแบบมีเงื่อนไข (conditionally 

convergent)  เมื่ออนุกรม ∑
∞

=1n
na เปนอนุกรมลูเขา   แตอนุกรม ∑

∞

=1n
na เปนอนุกรมลูออก 

 
บทนิยาม 2.60 : อนุกรมกําลัง (power sereis) ของจํานวนจริง   คืออนกุรมในรูป  
         ...xa...xaxaxaa n

n
3

3
2

210 ++++++      
เมื่อ  Rx∈   และ Ran ∈   สําหรับทุก +∈ In  

เราจะเขียนแทนอนุกรมกําลังขางบนโดย∑
∞

=0n

n
n xa  

 
ทฤษฎีบท 2.61 : ถาอนุกรมกําลัง ∑

∞

=0n

n
nxa ลูเขาเมื่อ 0xx 0 ≠=  แลวอนุกรมนี้จะลูเขาสัมบูรณ

ทุก x ซ่ึง 0xx <  
 
ขอสังเกต 2.62 : ถาอนุกรมกาํลัง∑

∞

=0n

n
nxa ลูออกเมื่อ 1xx =   แลวอนุกรมนีจ้ะลูออกทุก x  

ซ่ึง  1xx >  
 
ขอสังเกต 2.63 :  สําหรับอนกุรมกําลัง ∑

∞

=0n

n
nxa ใด ๆ   จะเกดิสิ่งตอไปนี้เพยีงอยางหนึ่งอยางเดยีว 

(1)  อนุกรมลูเขาสัมบูรณเฉพาะที่ 0x =  เทานั้น 
(2)  มีจํานวนจริงบวก R  ซ่ึงอนุกรมลูเขาสัมบูรณ เมื่อ Rx < และอนุกรม 

  ลูออกเมื่อ Rx >  
(3)  อนุกรมลูเขาสัมบูรณทุก  x  

 
บทนิยาม 2.64 : เรียก R  จากขอสังเกต 2.63 ขอ (2) วารัศมขีองการลูเขา (radius  of  convergence)
ของอนุกรมกําลัง∑

∞

=0n

n
nxa  และเรียกชวง ( )RR,− วาชวงของการลูเขา(interval  of  convergence)  
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ของอนุกรมกําลัง∑

∞

=0n

n
nxa   

เราจะกลาววา 0R =   ถาขอสังเกต 2.63 ขอ (1) เปนจริง  และกลาววา +∞=R    
ถาขอสังเกต 2.63 ขอ (3) เปนจริง 
 
 ขอสังเกต 2.65 : สําหรับอนกุรมกําลัง  c)(xa

0n

n
n∑

∞

=
− ใดๆ  จะเกิดสิ่งตอไปนี้เพยีงอยางหนึ่ง   

 อยางเดยีว 
(1)   อนุกรมลูเขาสัมบูรณเฉพาะที่ cx =   เทานั้น 
(2)   มีจํานวนจริงบวก R  ซ่ึงอนุกรมลูเขาสัมบูรณ เมื่อ Rcx <−   และ 

   อนุกรมลูออกเมื่อ Rcx >−  
(3)  อนุกรมลูเขาสัมบูรณทุก  x  

เรียก R  วา   รัศมีของการลูเขา (radius  of  convergence)ของอนุกรมกําลัง  c)(xa
0n

n
n∑

∞

=
−  

และเรียกชวง ( )RcRc +− , วาชวงของการลูเขา (interval of convergence)ของอนุกรม
กําลัง  c)(xa

0n

n
n∑

∞

=
−  

 
ขอสังเกต 2.66 : ถา R  เปนรัศมีของการลูเขาของอนุกรมกําลัง ∑

∞

=0n

n
nxa แลวสําหรบัจํานวนจริง c  

ใด ๆ   R  จะเปนรัศมีของการลูเขาของอนุกรมกําลัง  c)(xa
0n

n
n∑

∞

=
− ดวย  

บทกลับของขอสังเกตเปนจริง 
 
ทฤษฎีบท 2.67 : ถา R  เปนรัศมีของการลูเขาของอนุกรมกําลัง ∑

∞

=0n

n
nxa  แลวอนุกรม

กําลัง  ∑
∞

=

−

1n

1n
n xna ลูเขาสัมบูรณ ทุก x   ซ่ึง Rx <  

 
ทฤษฎีบท 2.68  :  ถา R  เปนรัศมีของการลูเขาของอนุกรมกําลัง  )(∑

∞

=
=

0n

n
n xfxa แลว )(xf  

มีความตอเนื่องที่ทุกจุด x  ซ่ึง Rx <  
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ทฤษฎีบท 2.69  : ให R  เปนรัศมีของการลูเขาของอนุกรมกําลัง  )(∑

∞

=
=

0n

n
n xfxa   ถา R<α  

และ R<β  แลว ∑∑ ∫∫
∞

=

++∞

= +
−

==
0n

nn

n
0n

n
n n

adxxadxxf
1

          )(
11 αββ

α

β

α
 

 
ขอสังเกต 2.70 : ให  R  เปนรัศมีของการลูเขาของอนุกรมกําลัง  )(∑

∞

=
=

0n

n
n xfxa   แลว 

C
1n

xa  dxxa        f(x)dx
0n

1n

n
0n

n
n +

+
== ∑∑ ∫∫

∞

=

+∞

=
    เมื่อ   Rx <  

 
ทฤษฎีบท 2.71 :  ถา R  เปนรัศมีของการลูเขาของอนุกรมกําลัง  )(∑

∞

=
=

0n

n
n xfxa   แลว 

∑
∞

=

−=′
1n

1n
n xna (x) f     เมื่อ   Rx <  

 
บทนิยาม 2.72 : ระบบจํานวนเชิงซอน  (complex  number  system)  คือ ระบบ  ( 2R ;+, . ,⎟⎟ )       
โดยที่  ถา ( )yxz ,=   และ ( )vuw ,=  เปนสมาชิกของ 2R       
 ( )vyuxwz ++=+ ,  
 ( )yuxvyvxuwzzw +−=⋅= ,  
 22 yxz +=  

เรียกสมาชิกของ   2R  วา จํานวนเชิงซอน (complex  numbers)  และเรียก z  วา  
คาสัมบูรณ (absolute value) ของ  z   ถา ( )yxz ,=   จะเรียก x  วา สวนจริง(real  part) ของ z

เขียนแทนโดย  )(zRx =   และเรียก y  วาสวนจินตภาพ (imaginary  part)  ของ z  เขียนแทน
โดย )(zIy =  

   
ทฤษฎีบท 2.73 :  ( 2R  ;+, . ) เปนฟลด  นั่นคือ ( 2R  ;+, . ,⎟⎟ )    มีคุณสมบัติตอไปนี้ 
(1)   คุณสมบัติปดภายใตการบวกและการคูณ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 222 ,,   ,,,,, และ RdcbaRdcbaRdcba ∈⋅∈+⇒∈  
(2) กฎการเปลี่ยนกลุม  

(2.1) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]fedcbafedcba ,,,,,, ++=++  
(2.2) ( )( )[ ]( ) ( ) ( )( )[ ]fedcbafedcba ,,,,,, =  
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 สําหรับทุก  ( ) ( ) ( ) 2,,,,, Rfedcba ∈  
(3) กฎการสลับที่   

 (3.1)     ( ) ( ) ( ) ( )badcdcba ,,,, +=+  
 (3.2)     ( )( ) ( )( )badcdcba ,,,, =  

สําหรับทุก ( ) ( ) 2,,, Rdcba ∈  
(4)      กฎการแจกแจง   

   ( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) ( )( )febadcbafedcba ,,,,,,, +=+     
        สําหรับทุก ( ) ( ) ( ) 2,,,,, Rfedcba ∈  

(5)      การมีเอกลักษณ  
 (5.1)    ( ) ( ) ( )a,ba,b0,0 =+  
 (5.2)     ( )( ) ( )a,ba,b1,0 =  
       สําหรับทุก ( ) 2, Rba ∈   นั่นคือ ( )0,0  และ ( )1,0   เปนเอกลักษณสําหรับการบวกและ
เอกลักษณสําหรับการคูณของ  2R    ตามลําดับ 

(6) การมีอินเวอรส  
 (6.1) ( ) ( ) ( )0,0ba,a,b =−−+    ทุก ( ) 2, Rba ∈  
       และเมื่อกาํหนด ( )ba ,  มาให ( )ba −− ,   จะเปนจํานวนเชิงซอนจํานวนเดียวที่สอดคลอง 
 กับ (6.1)   นั่นคือ ( )ba −− ,    เปนอินเวอรสสําหรับการบวกของ ( )ba ,  
 (6.2)  ( ) ( )1,0

ba
b

ba
aba =

+
−

+
⋅ ),(, 2222    ทุก ( ) 2, Rba ∈  

 และเมื่อกําหนด ( ) ( )0,0ba ≠,  มาให ),( 2222 ba
b

ba
a

+
−

+
  จะเปนจํานวนเชิงซอน 

 จํานวนเดยีวทีส่อดคลองกับ (6.2) 
       นั่นคือ ),( 2222 ba

b
ba

a
+
−

+
 เปนอินเวอรสสําหรับการคูณของ ( )ba ,  

 
ทฤษฎีบท  2.74 : ให  ( ){ }Raa,0F ∈= :   เราจะไดวา 
(1)  F   เปนสับฟลด(subfield)ของ 2R  
(2)  F  และ R  เปนฟลดถอดแบบกัน(isomorphic  field) 

ดังนั้นเราสามารถแทน (identify)สมาชิก ( )a,0 ของ  F  ดวย a  ใน R   ได 
เนื่องจากทกุจาํนวนเชิงซอน ( )ba ,  เราสามารถเขียน 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )b,00,1a,00,ba,0a,b +=+=  
และถาเราแทน ( )0,1  ดวย i   เรียกวา หนวยจินตภาพ (imaginary  unit)  จะไดวาเราสามารถเขียน 
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( )ba ,   ใหอยูในรูป bia +   หรือ  iba +    ตอไปนี้เราจะเขยีนแทนจํานวนเชิงซอน ( )baz ,=  
ในรูปดังกลาว   เราจะเห็นไดวาเมื่อ biaz +=1  และ dicz +=2   เปนจํานวนเชงิซอนสองจํานวน 
แลวเราได 

  dbcazz ==⇔= ,21  
การบวกและการคูณจํานวนเชิงซอนในรูปใหมจะเปนดังนี้ 
      idbcadicbia )()()()( +++=+++  
                    ibcadbdacdicbia )()())(( ++−=++  

ใหสังเกตวาทกุจํานวนจริง a  เมื่อเราแทน a  ดวย ( )a,0  ใน F  แลว a  จะเปน
จํานวนเชิงซอนในรูป 0ia +  นั่นคือระบบจํานวนเชิงซอนจะรวมระบบจํานวนจริง  นอกจากนี้เรา
จะไดวา  1i 2 −=  เปนรากของสมการ  01x =+2  

เนื่องจากจํานวนเชิงซอนเปนจุดบนระนาบ  ดังนัน้ในทางเรขาคณิตเราสามารถแทน
จํานวนเชิงซอน yixz += ใดๆ ดวยเวกเตอรในระนาบและเรียกการแทนนีว้าการแทนดวยเวกเตอร  
(vector   representation)   ดังรูป 

 
เราจะเรียกแกน x  วาแกนจริง(real  axis)  เรียกแกน y  วา แกนจินตภาพ  (imaginary  

axis) และจะเรียกระนาบนี้วาระนาบเชิงซอน(complex  plane)ซ่ึงอาจจะเขยีนแทนไดดวยระนาบ Z    
(Z-plane) 

ถา iyxz +=  และ ivuw +=   แลว 22 yxz +=  มีคาเทากบัระยะทางจากจุด
กําเนิดไปยังจดุ  z  บนระนาบเชิงซอน  และ 22 )()( vyuxwz −+−=− มีคาเทากับระยะทาง
ระหวางจุด z   และจุด w    
 

 z  = (a,b)  =  a+bi 

y

x 
0 

      รูปที่  1 
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บทนิยาม 2.75 : ถา 2),( Ryxz ∈= แลวเรียก ),( yx − วาสังยุคของ z  (complex  conjugate  of  z )     
เขียนแทนโดยสัญลักษณ  z  
 
รูปเชิงขั้วของจํานวนเชิงซอน (Polar  Forms  of   Complex   Numbers) 

  
ให ( ) yixyxz +== ,  เปนจุดบนระนาบเชิงซอน  เมื่อเวกเตอร z  ทํามุม θ   กับ

แกน x    ในทิศทางบวกดังรูป   

 
 
 
ดังนั้น  22 yxzr +==   และ  x  = rcosθ   และ    y = rsinθ    
ทําให   iyxz +=   = rcosθ   +i rsinθ   นั่นคือ 

 

       =z  r(cosθ   + isinθ )        (2.1) 
 

 เราเรียกการเขยีนในรูป (2.1) วารูปเชงิขัว้(polar  form)ของ z  และเรียก θ วา อารกิวเมนต
(argument) ของ z   เขียนแทนโดย zarg   ซ่ึงจะเห็นไดวาอารกวิเมนตของ  z   ไมไดมีเพยีง 
คาเดียว   กลาวคือ ถา θ  เปนอารกิวเมนตของ z  แลว  θ+2kπ   ก็เปนอารกิวเมนตของ z   ดวย 
เมื่อ k  เปนจํานวนเต็มใด ๆ 

ในบางกรณีเราอาจใชสัญลักษณ rcisθ   เขียนแทน z  ในรูป   (2.1) 
 
บทนิยาม 2.76 :  ให 0zRz ≠∈ ,2     และ +∈ In  แลว นิยาม  1=0z    และ  n

-n

z
z 1

=  

θ

(x, y) 

x

y 

รูปที่  2 
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เมื่อ  43421
ครั้ง 

...
n

zzznz ×××=  

 
ทฤษฎีบท 2.77 : ทฤษฎีบทของเดอรมัวฟวร  (De  Moivre ’ s  Theoerem) 
ถา   =z  r(cosθ   + isinθ )   แลวสําหรับแตละจํานวนเต็มบวก n  ใด ๆ  เราไดวา 
     =nz   rn(cos nθ   + isin nθ )   
 
ทฤษฎีบท 2.78 :  ถา  w  = rcisθ   และ Nn∈   แลวสมการ wz n =   มีคําตอบทั้งหมด n  คา 

 คือ 1n210 ,...,z,z,zz −    เมื่อ  ,n-1 0,1,2,...k 
n
2kπθcisrz n

k =
+

=  ;  )(   

เราเรียก 1n210 ,...,z,z,zz −  วารากท่ี n  ของ w    นัน่คือรากที่ n   ของ w  มีทั้งหมด  n  คา 
 
ทฤษฎีบท 2.79 :  ถา z  เปนจํานวนเชิงซอน  แลว 
(1) ( ) ( )zRzRz ≥≥      และ 
(2) ( ) ( )zIzIz ≥≥                    
 
ทฤษฎีบท 2.80 : อสมการสามเหลี่ยม  (Triangle  inequalities) 
ถา wpz ,,   เปนจํานวนเชิงซอน  แลว 
(1) wzwz +≤+    
(2)         wppzwz −+−≤−  
(3)         wzwz −≥−    
 
บทนิยาม 2.81 : ให 2Rp∈  และจํานวนจริง 0>ε   นิยาม อาณาเขตของ p   (neighborhood   
of  p )ในรัศมี ε  เขียนแทนโดย  ( )ε,pN   ดังนี ้
       ( ) { }εε <−= pzzpN :,     
เห็นไดชัดวา p   เปนสมาชิกของทุกอาณาเขตของ p  

อาณาเขตของ p  ที่ไมมีจุด p  เขียนแทนโดย )( pNε′  หรือ ( )ε,pN ′  นั่น
คือ ( ) { }εε <−<=′ pz0zpN :,  
 
บทนิยาม 2.82  : กําหนดให 2RS ⊂   และให 2Rp∈  
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(1)       จุด p  เปนจุดลิมิตของ S (limit point of S  )  ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ )( pNε′  จะมีจดุใน 
 S  อยางนอย 1 จดุ นั่นคือ  
      p  เปนจุดลิมิตของ S  ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ 0>ε  จะไดวา φ≠′∩ ε )( pNS  
(2)   ให ∗S  แทนเซตของจุดลิมิตทั้งหมดของ S  เราจะเรียกเซต ∗∪SS วาโคลเชอรของ S  
 (closure of S ) เขียนแทนดวย S  
(3)        เซต S  เปนเซตปด (closed set) ก็ตอเมื่อ SS ⊂∗  นั่นคือ แตละจุดลิมิตของ S  อยูใน S  
(4)  จุด p  เปนจุดภายในของ S (interior point of S ) ก็ตอเมื่อ มี 0r >  ซ่ึง SpNr ⊂)(  
 และจะเขียนแทนเซตของจุดภายในทั้งหมดของ S  ดวย oS  
(5)  เซต S  เปนเซตเปด (open set) ก็ตอเมื่อ ทุกสมาชิก p  ใน S  เปนจุดภายในของ S  
(6)      จุด p  เรียกวาจุดขอบของ S (boundary point of S ) ก็ตอเมื่อ )( pNε  มีสมาชิกของ S  
 และสมาชิกของ SR −2  สําหรับทุก 0ε >  
(7) เซตของจุดขอบทั้งหมดของ S  เรียกวาขอบของ S  (boundary of S ) และเขียนแทนดวย
 สัญลักษณ ( )SB  
 
บทนิยาม  2.83 :ให AE ,  และB  เปนสับเซตของ 2R  
(1) ( )BA, เปน separation ของ E ก็ตอเมื่อ BAEBA ∪=≠≠ ,, φφ และ BABA ∩==∩ φ  
(2) E เปนเซตเชื่อมโยง (connected  set) ถา E  ไมมี  separation 

 
ทฤษฎีบท 2.84 : ให 2RE ⊂  ถาทุกคูของสมาชิกใน E  สามารถเชื่อมดวยลําดับจํากดัของสวน
ของเสนตรงที่อยูภายใน E  แลว E  เปนเซตเชื่อมโยง 
 
บทนิยาม  2.85 :  ให 2RS ⊂ และ 2Rp∈   
(1)  S   เปนโดเมน (Domain)  ก็ตอเมื่อ S  เปนเซตเปดที่เปนเซตเชื่อมโยง  และไมเปนเซตวาง 
(2)   บริเวณ (region) ใน 2R  คือ ยูเนยีนของโดเมนD  กับสับเซตของ )(DB  

 
บทนิยาม 2.86 : ให 2RD⊂ เราจะเรยีก 2: RDf → วาฟงกชนัเชงิซอนบนD  (complex function  
on D )  

สําหรับแตละ Dyxz ∈= ),(  จํานวนเชิงซอน )(zf  มีสวนจรงิและสวนจินตภาพ ซ่ึง
จะเขยีนแทนดวย ),())(( yxuzfR =  และ ),())(( yxvzfI =   ดังนัน้   ),(),()( yxivyxuzf +=  
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บทนิยาม 2.87 : กําหนดให f  เปนฟงกชันเชิงซอนบน D  
 ให ∗∈Dz0  และ 2Rw0 ∈  แลวจะเรยีก 0w  วาลิมิตของ )(zf เม่ือ z เขาใกล 0z  

(limit of )(zf  as z   approaches 0z ) ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ 0ε >  จะมจีํานวนจริง 0δ >  
 ซ่ึง ถา D)(zNz 0δ ∩′∈  แลว )(wNf(z) 0ε∈  และจะเขียนแทนดวยสัญลักษณ 0zz

wzflim =
→

)(
0

 

 
บทนิยาม 2.88 : กําหนดให f  เปนฟงกชันเชิงซอนบน D  และให Dz0 ∈  แลวจะกลาววา 
ฟงกชัน f  มีความตอเนื่องที่ 0z  ( f  is continuous at 0z  ) ก็ตอเมือ่ สําหรับแตละ 0ε >  จะมี
จํานวนจริง 0>δ  ซ่ึง 

ถา D)(zNz 0δ ∩∈  แลว ))(f(zNf(z) 0ε∈  
นั่นคือ   ))(f(zND])0(zδf[N 0ε⊂∩    ถา f  มีความตอเนื่องที่ทุก Dz∈   แลวเราจะกลาววา 
f  มีความตอเนือ่งใน D  และเขยีนแทนดวยสัญลักษณ ( )DCf ∈  

 
ขอสังเกต 2.89 :  ให ),(),()( yxivyxuzf +=  เปนฟงกชันเชิงซอนบน 2D R⊂  และ 

D),y(xz 000 ∈=   แลว f  มีความตอเนื่องที่ 0z  ก็ตอเมื่อ u  มีความตอเนื่องที่ 0z  และ v  มี
ความตอเนื่องที่ 0z  
 
บทนิยาม 2.90 : กําหนดให 2],[: Rbaf → แลวกลาววา f   มีความตอเนื่องเปนชวง  (piecewise 
continuous) บน ],[ ba  ก็ตอเมื่อ มพีารทิชัน },...,,,{ 210 nxxxx  ของ ],[ ba  ซ่ึงสําหรับทุก ni ,...,2,1=  
จะไดวา f  มีความตอเนื่องบน ),( 1 ii xx −  โดยที่ )(xflim

1ixx +
−→

  และ )(xflim
ixx −→

 หาคาได   เราจะ

เขียนแทนดวยสัญลักษณ [ ]baPCf ,∈  
 
บทนิยาม 2.91 : กําหนดให f  เปนฟงกชันเชิงซอนบน D    แลวจะกลาววาฟงกชัน f  มีความ
ตอเนื่องแบบยนูิฟอรมบนD  ( f  is  uniformly continuous  on D ) ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ 

0ε >    จะมีจํานวนจริง 0δ >   ซ่ึงถา Dzz ∈21 ,  และ δ<− 21 zz   แลว ε<− )()( 21 zfzf      
และเขียนแทนดวยสัญลักษณ ( )DUCf ∈  

 
บทนิยาม 2.92 : กําหนดให f  เปนฟงกชันเชิงซอนบนโดเมน D  และให °∈Dz0 ถา 

0

0
zt zt

)f(zf(t)
lim

0 −
−

→
หาคาได  แลวจะเรียกลิมิตนีว้าอนุพันธของ f  ท่ี 0z (derivative of f  at 0z ) 
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และเขียนแทนดวยสัญลักษณ )(zf 0′  หรือ )f(z
dz
d

0  และกลาววา f  มีอนุพันธท่ี 0z  
(differentiable at 0z ) 
หมายเหตุ 2.93 : ถา f  เปนฟงกชันเชิงซอนบน D  และ { } φ≠′= หาคาได  )(    : zfzE    ดงันั้นเรา
สามารถพิจารณาฟงกชันเชิงซอนกําหนดบน E  ดวยคา )(zf ′  และจะเขียนแทนฟงกชันนี้โดย f ′  
และเรียก f ′  วาอนุพันธของ f (derivative of f ) ในทํานองเดยีวกันสัญลักษณ ( )nf แทนอนุพนัธ
ของ ( 1)nf −  สําหรับจํานวนเต็มบวก 2n≥  เมื่อหา ( 1)nf −  ได 
 
ทฤษฎีบท 2.94 : ให f เปนฟงกชันเชิงซอนบนD  ถา )(zf ′  หาคาได แลว f  มีความตอเนื่องที่ z  

 
บทนิยาม 2.95 : กําหนดให f เปนฟงกชันเชิงซอนบนD  แลว จะกลาววา f วิเคราะหไดท่ี 0z  
(analytic at 0z  ) ก็ตอเมื่อ ม ี 0r >  ซ่ึง f  มีอนุพนัธที่ทุกจุดใน )(zN 0r  และเขยีนแทนดวย
สัญลักษณ  ( )0zAf ∈  

เราจะกลาววา f วิเคราะหไดใน S (analytic  in S  ) ก็ตอเมื่อ f  วิเคราะหไดที่ทกุจุด
ใน S  และเขียนแทนดวยสัญลักษณ ( )SAf ∈  
 
บทนิยาม 2.96 : กําหนดให 2],[: Rbaf → มีความตอเนื่องเปนชวงบน ],[ ba  และ )( fRu =  , 

)( fIv =   นิยามอินทิกรัลจํากัดเขตของ f  บน ],[ ba  (definite integral of f  on ],[ ba ) 

 เขียนแทนดวยสัญลักษณ ∫
b

a

dttf )(  ดังนี้ 

dttvidttudttf
b

a

b

a

b

a
∫∫∫ += )()()(  

 
หมายเหตุ 2.97 : กําหนดให )()()( tiytxtz +=  ทุก ],[ bat∈  แลวสําหรับ ),( bat∈  ซ่ึง )(tx′  , 

)(ty′  หาคาได จะกาํหนด )()()( tyitxtz ′+′=′  
 
บทนิยาม 2.98 : 
(1) กําหนดให 2RC ⊂  แลว C  เปนเสนโคง (curve) ก็ตอเมื่อ C  เปนเรนจของฟงกชันตอเนื่อง 

2],[: Rbaf → และจะเรียก )()()( tiytxtf += ทุก ],[ bat∈ วาพาราเมทไทรเซชัน 
(parametrization)  ของC   
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(2) เสนโคง C  เปนอารก (arc) ก็ตอเมื่อ พาราเมทไทรเซชันของ C  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง  
(3) เสนโคง C  ใน 2R  เปนเสนโคงเรียบ (smooth curve) กต็อเมื่อ C  มีพาราเมทไทรเซชัน f   
โดยที่ )()()( tiytxtf +=  ซ่ึง x′  และ y′  มีความตอเนื่องบน ],[ ba  และ 0(t)f ≠′  บน ),( ba  
(4) เสนโคง C  เปนเสนโคงปดอยางงายหรือเสนโคงจอรแดน (simple closed curve or Jordan 
curve) ก็ตอเมื่อ มีพาราเมทไทรเซชัน f  ของ C  ซ่ึง f  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง และ 

)()( afbf =  
 

                     
รูปที่ 3 : แสดงเสนโคงแบบตางๆ 

 
ทฤษฎีบท 2.99 :  The Jordan Curve Theorem 

กําหนดให C  เปนเสนโคงปดอยางงายใน 2R  แลว BACR ∪=−2  เมื่อ BA,  เปน
โดเมน โดยที่เซตใดเซตหนึ่งมีขอบเขต และอีกเซตหนึ่งไมมีขอบเขต ยิ่งไปกวานั้น C  เปนขอบของ
ทั้ง  Aและ B        

โดเมนที่มีขอบเขตเรียกวาเซตของจุดภายใน(interior) ของ C  เขียนแทนดวย )(CI

และโดเมนทีไ่มมีขอบเขตเรียกวาเซตของจุดภายนอก(exterior) ของ C  เขียนแทนดวย )(CE  
 
บทนิยาม 2.100 :  
(1) เสนโคงพาราเมทไทรซ (parametrized curve) คือ คูอันดับ ))(,( tzC  เมื่อ C  เปนเสนโคง และ 

)(tz  เปนพาราเมทไทรเซชันของ C  
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(2) คอนทัวร (contour) คือ เสนโคงพาราเมทไทรซ ))(,( tzC  เมื่อสามารถแบงโดเมน ],[ ba  
ของ )()()( tiytxtz +=  ออกเปนชวงยอยจํานวนจํากัด ซ่ึง )(  ),( tytx ′′ มีความตอเนื่องบนทุกชวง
ยอยปดและ 0(t)z ≠′  ที่ทุกจุดภายในของชวงยอยปด 

นั่นคือ C  เปนยูเนียนของเสนโคงเรียบจํานวนจํากัด n21 ,...,C,CC  เมื่อจดุปลายของ 
iC  เปนจุดเริ่มตนของ 1iC +  สําหรับ 1,...,2,1 −= ni  

(3) คอนทัวร ))(,( tzC  เปนคอนทัวรอยางงาย (simple contour) ก็ตอเมื่อ )(tz  เปนฟงกชันหนึ่งตอ
หนึ่งบน ),[ ba  เมื่อ ],[ ba  คือ โดเมนของ )(tz  
(4) คอนทัวร ))(,( tzC  เปนคอนทัวรปดอยางงาย (simple closed contour) ก็ตอเมื่อ )(tz  เปน
ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งบน ),[ ba  และ )()( bzaz =   เมื่อ ],[ ba  คือ โดเมนของ )(tz  
(5) คอนทัวรปดอยางงาย ))(,( tzC  มีทิศทางทวนเข็มนาฬิกา (counterclockwise oriented: cco) ก็
ตอเมื่อ t  แปรคาบนโดเมนจาก a  ถึง b  เราไดวา )(tz  เคล่ือนที่ไปในทิศทางที่ทําให )(CI  อยู
ทางซายของการเคลื่อนที่ 

ตอไปนี้เมื่อกลาวถึงคอนทัวรปดอยางงาย ถาไมกลาวเปนอยางอื่นจะหมายถึงคอนทัวร
ที่มีทิศทางทวนเข็มนาฬกิาเทานั้น 
 
บทนิยาม 2.101 : กําหนด ))(,( tzC  เปนคอนทัวร เมื่อโดเมนของ )(tz  คือ ],[ ba  และ f  เปน
ฟงกชันเชิงซอนบน C  เรากลาววา f  เปนฟงกชันซึ่งมีความตอเนื่องเปนชวงบน C  (piecewise 
continuous on C ) ถาสามารถแบง C  เปนอารกจํานวนจํากัด คือ )( (t),zC 11 , (t)),z(C 22 ,..., 

))(,( tzC nn เมื่อ iz  กําหนดบนชวงยอย ),( ii ba  แลว izf o  มีความตอเนื่องบน ),( ii ba สําหรับ 
1,2,...,ni =  

 
บทนิยาม 2.102 : กําหนดให ))(,( tzC  เปนคอนทัวร และ ],[ ba  เปนโดเมนของ )(tz  
และ 2: RCf →  ซ่ึง f  มีความตอเนื่องเปนชวงบน C  นิยามคอนทัวรอินทิกรัลของ f  บน C  
(contour integral of f  over C ) เขียนแทนโดย dzzf

C
∫ )(  ดังนี้ 

∫∫ ′=
b

aC

dttztzfdzzf )())(()(  

 
บทนิยาม 2.103 : กําหนดใหคอนทัวร C   มีพาราเมทไทรเซชัน 
  )()()(  :  tiytxtzC +=           สําหรับแตละ ],[ bat∈  
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แลว คอนทวัร C−  เปนคอนทัวรที่นิยามโดย 
  )()(  :  1 tztzC −=−         สําหรับแตละ ],[ abt −−∈  

เราจะเห็นไดวาจุดเริ่มตนของ C−  คือ )())(( bzbz =−−  ซ่ึงเปนจุดปลายของ C  
และจุดปลายของ C−  คือ )())(( azaz =−−   ซ่ึงเปนจุดเริ่มตนของ C  
 
บทนิยาม 2.104 : กําหนดให ( )f t  เปนพาราเมทไทรเซชันของคอนทัวร 1C  ซ่ึงมี [ , ]a b  เปน
โดเมน และให ( )g t  เปนพาราเมทไทรเซชันของคอนทัวร 2C  ซ่ึงมี [ , ]b c  เปนโดเมน เมื่อ 

( ) ( )f b g b=  แลวเราจะเรียก คอนทัวร C  นิยามโดย 

   
⎩
⎨
⎧

∈
∈

= ],[  ะสําหรับแตล     )(
],[  ะสําหรับแตล     )(

)( cbttg
battf

th      

วาผลบวกของ 1C  และ 2C (sum of 1C  and 2C )  และเขียนแทนคอนทัวรC  ดวย 21 CC +   
นอกจากนี้เราสามารถนิยาม nCCC +++ ...21  ไดในทํานองเดียวกัน โดยท่ี n  เปนจํานวนเต็มบวก
ใด ๆ  
 
ทฤษฎีบท 2.105 : กําหนดให C  เปนคอนทัวร และพาราเมทไทรเซชัน )()()( tiytxtz +=  
บน ],[ ba   แลวจะไดวา 
(1) ∫∫ −=

− CC

dzzfdzzf )()(  

(2) ∫∫ =
CC

dzzfKdzzKf )()(  เมื่อ K  เปนคาคงที่ใน 2R  

(3) [ ] ∫∫∫ +=+
CCC

dzzgdzzfdzzgzf )()()()(  

(4) ∫∫∫ +=
21

)()()(
CCC

dzzfdzzfdzzf   โดยที่ 21 CCC +=  

(5) dttztzfdzzf
b

aC
∫∫ ′≤ )())(()(  

 
บทนิยาม 2.106 : กําหนดให D  เปนโดเมนใน 2R  แลว เราจะเรียก D  วาโดเมนเชื่อมโยงเชงิเดยีว 
(simply  connected  domain) ก็ตอเมื่อ ถาC  เปนคอนทัวรปดอยางงายใน D  แลว DCI ⊂)(  
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ทฤษฎีบท 2.107 : The  Cauchy  Integral  Formula  
กําหนดให C  เปนคอนทัวรปดอยางงายใน 2R และ )(CICD ∪=  ถา ( )DAf ∈  

และ I(C)z0 ∈   แลว 
dz

zz
f(z)

i2
1)f(z

C 0
0 ∫ −
=

π
 

 
ทฤษฎีบท 2.108 : ให C  เปนคอนทัวรปดอยางงายใน 2R  และ ( )DAf ∈  เมื่อ )(CICD ∪=  
แลว ( ))()( CIAf n ∈  ทุก ,...3,2,1=n  และ

( )
dt

zt
tf

i
nzf

C
1n

n ∫ +−
=

)(
2

!)()(

π
 ทุก )(CIz∈  

 
 ผลจากทฤษฎีบท  2.108  จะไดขอสังเกตดงัตอไปนี ้

 
ทฤษฎีบท 2.109 : ถา ( )DAf ∈ เมื่อD เปนโดเมนใน 2R    แลว ( )DAf n ∈)(  ทุก ,...3,2,1=n  
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บทที่  3 
อนุกรมของจํานวนเชิงซอน 

(SERIES  OF  COMPLEX  NUMBERS ) 
 

เราไดศึกษาลําดับและอนกุรมของจํานวนจริงมาแลว ในบทนี้จะศกึษาลําดบัและ
อนุกรมของจํานวนเชิงซอน และศึกษาทฤษฎีบททีใ่ชในการทดสอบการลูเขาของอนุกรมของ
จํานวนเชิงซอน    เพื่อเปนพืน้ฐานในการศกึษาอนกุรมกําลังของจํานวนเชิงซอนตอไป   

 
3.1     ลําดับของจํานวนเชิงซอน  (Sequences  of  Complex   Numbers) 
 
บทนิยาม 3.1.1 : ลําดับของจํานวนเชิงซอน (sequence  of  complex  numbers)  คือ ฟงกชัน z   
ซ่ึงมีโดเมนคือ +I และมีเรนจเปนสับเซตของ 2R เราจะแสดงถึงลําดับของจํานวนเชิงซอนโดย{ }nz     

หรือโดย  ,..., 3,21 zzz   เมื่อ ( )nzzn =    สําหรับ  +∈ In และเรียก  nz  วา เทอมท่ี  n 
( nth  term )  ของ { }nz  
    

ในบทนี้  เมื่อกลาวถึงลําดับจะหมายถึงลําดับของจํานวนเชิงซอน 
 
ตัวอยาง  3.1.2  : ตอไปนี้เปนตวัอยางของลําดับ  { }nz  ของจํานวนเชิงซอน 

(1)  n
n iz =    (2) 

n
iz

n

n =  

(3)         ( ) i1z n
n +−=   (4) i

n
1zn +=  

(5)         ( ) n

n 3
i1z ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=    (6)          
2in1

n1inz
2

n +
++

=  

 
บทนิยาม  3.1.3  : ลําดับ { }nz  ของจํานวนเชิงซอนลูเขาสู b (converges  to  b )ใน  2R   ก็ตอเมื่อ 
สําหรับแตละ ε > 0  จะมีจํานวนเต็มบวก N   ซ่ึงถา  n ≥ N  แลว ε<−bzn    
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จะเขยีน n
n

zlimb
→∞

=      หรือ bzn →  แทนความหมายตามบทนยิาม  และเรียก b   วา 

เปนลิมิต(limit  )ของ { }nz    
 
บทนิยาม 3.1.4 : เราจะกลาววาลําดับ{ }nz ของจํานวนเชิงซอนเปนลําดับลูเขา (convergent  
sequence)    ถามี b  ใน  2R   ซ่ึง { }nz  ลูเขาสู  b   

ถาไมเปนเชนนี้เราจะกลาววา ลําดับ{ }nz เปนลําดับลูออก (divergent  sequence) 
 

ตัวอยาง  3.1.5  :  ลําดับ { }nz ในตวัอยาง 3.1.2 (4)  เปนลําดับลูเขาสู  i  ซ่ึงแสดงการพิสูจนไดดังนี ้
 

พิสูจน   : ให   0>ε  
เลือกจํานวนเตม็บวก   N   ซ่ึง  

ε
1N >    สําหรับ  Nn ≥ จะไดวา 

 ii
n
1izn −+=−         =   ε

N
1

n
1

<≤  

ดังนั้น  ลําดับ  { }nz ในตัวอยาง  3.1.2 (4)  เปนลําดับลูเขาสู   i          • 
 
 

ตัวอยาง  3.1. 6 : ลําดับ  { }nz ในตวัอยาง 3.1.2 (5)  เปนลําดับลูเขาสู  0  ซ่ึงแสดงการพิสูจนไดดังนี ้
  

พิสูจน  : ให  0ε >  
เลือกจํานวนเตม็บวก  N   ซ่ึง     ( )ε/32logN >    สําหรับ Nn ≥   จะไดวา 

  0 
3

i10z
n

n −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=−  =   
Nn

3
2

3
2

3n
2 n

3n
i1 n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

−  

     
( )

    ε
3
2 εlog /32

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<   

ดังนั้น  ลําดับ{ }nz ในตัวอยาง  3.1.2 (5)  เปนลําดับลูเขาสู  0         • 
    
บทนิยาม 3.1.7  :  ให{ }ns และ{ }nt เปนลําดับของจํานวนเชิงซอน เรียกลําดับ{ }nn ts + ,{ }nn ts −

และ { }nn ts ⋅   วา ผลบวก (sum)   ผลตาง (difference)  และผลคูณ(product) ของลําดับ{ }ns

และ{ }nt    ตามลําดับ 
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ในกรณีที่ 0tn ≠  สําหรับทุก +∈In  จะเรยีกลําดับ  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

n

t
s วาผลหาร(quotient)ของ

ลําดับ{ }ns และ{ }nt  
 

ทฤษฎีบท 3.1.8 :  (1)      ถา { }nz มีลิมิต  แลว { }nz มีลิมิตเพียงคาเดยีว 
                 (2)     ให 2RA∈  แลว  Azn → ก็ตอเมื่อ 0Azn →−  

   (3)     ให nnn iyxz += แลว xxn →  และ yyn →   ก็ตอเมือ่  
               iyxzn +→  
 

พิสูจน  :  (1) สมมติ{ }nz มีลิมิตเปน z  และ z ′  โดยที่ zz ′≠  
เนื่องจาก z  เปนลิมิตของ { }nz    ดังนั้น จะมี +∈IN1  ซ่ึงสําหรับ  1Nn≥  แลว  ε<− zzn

  
และเนื่องจาก z ′  เปนลิมิตของ{ }nz    ดังนั้น จะมี +∈IN2  ซ่ึงสําหรับ 2Nn≥ แลว ε<′− zzn  
เลือก M =  max{ N1, N2 }  แลวไดวา   

εεεε 22 =+<′−+−≤′−+−=′−= zzzzzzzzzz MMMM    ซ่ึงเปนขอขัดแยง    
 ดังนั้น    zz ′=   นั่นคือ ถา{ }nz  มีลิมิต  แลว { }nz  มีลิมิตเพียงคาเดยีว     

(2)   (⇒) กําหนดให ลําดับ{ }nz   ลูเขาสู A      ให 0ε >  
ดังนั้น  มีจํานวนเต็มบวก N   ซ่ึงสําหรับ   n  ≥ N  แลว  ε<− Azn   
เนื่องจาก  Az0Az nn −=−−  
ดังนั้น { }   Azn −   ลูเขาสู 0 

(⇐)  กําหนดใหลําดับ { }   Azn −  ลูเขาสู 0      
ให 0ε >    ดังนั้นมจีํานวนเต็มบวก M   ซ่ึงสําหรับ Mn ≥ แลว ε<−− 0Azn  
เนื่องจาก    ε<−−=−=− 0AzAzAz nnn  
ดังนั้น { }nz  ลูเขาสู  A                                                                 

(3)   (⇒)ให nnn iyxz +=   และ xxn →  และ yyn →  
ให 0ε >  เนื่องจาก xxn →  จะไดวามจีํานวนเต็มบวก M1 ซ่ึงสําหรับ n ≥ M1 แลว   

2
ε

<− xxn  

และเนื่องจาก yyn →   จะไดวามจีํานวนเต็มบวก M2 ซ่ึงสําหรับ n ≥ M2แลว 
2
ε

<− yyn  

เลือก M = max{ M1, M2}  สําหรับ  n ≥ M    จะไดวา   
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( ) ( ) ( ) ( ) εεε
=+<−+−≤−+−=+−+=+−

22
yyxxiyyxxyixiyxyixz nnnnnnn

ดังนั้น     iyxzn +→  
 (⇐) กําหนดให    iyxzn +→  ให 0ε >   

  ดังนั้นจะมีจํานวนเต็มบวก M  ซ่ึงสําหรับ n≥ M  แลว 
( ) ( ) ( ) ( )iyyxxiyxiyxiyxz nnnnn −+−=+−+=+−>ε  

โดยทฤษฎีบท 2.79ขอ (1)จะไดวา  ( ) ( ) xxiyyxx nnn −>−+− ดังนั้น   ε<− xxn   
นั่นคือ xxn →  
โดยทฤษฎีบท 2.79ขอ (2)จะไดวา  ( ) ( ) yyiyyxx nnn −>−+−  ดังนั้น ε<− yyn     
นั่นคือ yyn →  
ดังนั้น  ถา  iyxzn +→ แลว   xxn →  และ yyn →        
 

ทฤษฎีบทตอไปนี้เปนผลที่ไดจาก  ทฤษฎบีท  2.15  และ  ทฤษฎีบท  3.1.8  ขอ  (3) 
  
ทฤษฎีบท 3.1.9 : ให { }ns  และ { }nt เปนลําดับของจํานวนเชิงซอน  ซ่ึง{ }ns ลูเขาสู a  และ

 { }nt  ลูเขาสู  b    แลว  
(1)     { }nn ts +     ลูเขาสู   ba +  
(2)     { }nn ts −     ลูเขาสู   ba −  
(3)     { }nn ts ⋅       ลูเขาสู   ba ⋅  

(4)    ในกรณทีี่ 0b ≠   และ  0tn ≠    สําหรับทุก +∈In  จะไดวา 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

n

t
s  ลูเขาสู 

b
a  

 

ตัวอยาง  3.1.10 :  ลําดับ { }nz  ในตัวอยาง  3.1.2 (6)  เปนลําดับลูเขาสู  
i
i

2
1+   ซ่ึงแสดงการพิสูจน

ไดดังนี ้

พิสูจน   : เนื่องจาก   
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=
+

++
=

i
n

n
i

i
n

n

n
in

in
ninzn

21

111

21

111

21
 1  222       

ให   111 2 ++=
n

isn  และ       i
n

tn 21
+=  

จะไดวา   { }ns  ลูเขาสู  i+1   และ  { }nt     ลูเขาสู  i2  
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โดยทฤษฎีบท 3.1.9  ขอ (4)  จะไดวา  ลําดบั { }nz  เปนลําดับลูเขาสู  
i
i

2
1+                     •

  
ทฤษฎีบท  3.1.11  :   เกณฑของโคชีสําหรบัการลูเขาของลําดับ 

ลําดับ  { }nz  เปนลําดับลูเขา  ก็ตอเมื่อ  สําหรับแตละ ε > 0  มีจํานวนเต็มบวก N   ที่
ทําให  ε<− mn zz   สําหรับทุก Nn ≥    และทุก   Nm ≥  
 

พิสูจน :  (⇒ )   ให { }nz   ลูเขาสู 2Rz∈   
ให  0ε>  จะไดวามจีํานวนเต็มบวก N 1  ซ่ึงถา  n ≥ N 1   แลว   

2
      ε
<− zzn  

และมีจํานวนเต็มบวก N 2  ซ่ึงถา  m ≥ N 2  แลว 2
      ε
<− zzm  

ให  { }21 , NNmaxN =  สําหรับทุก  Nn ≥    และทุก  Nm ≥   จะไดวา 
εεε

=+<−+−≤−
22

zzzzzz mnmn   

 (⇐)   กําหนดให { }nz  เปนลําดบัซึ่งสอดคลองวา  สําหรับแตละ ε > 0   
มีจํานวนเต็มบวก  N   ที่ทําให ε<− mn zz  สําหรับทุก  Nn ≥   และทุก  Nm ≥  

สําหรับ +∈In ให nnn iyxz +=   
โดยทฤษฎีบท  2.17 สรุปไดวา  { }nx    และ { }ny  เปนลําดับลูเขา     
โดยทฤษฎีบท 3.1.8 ขอ (3)  จะไดวา { }nz เปนลําดับลูเขา  
ดังนั้นการพิสูจนทฤษฎีบทสิ้นสุด          
 
ตัวอยาง  3.1.12  :   จงแสดงวา }){( nin +     เปนลําดับลูเขา 
  

พิสูจน :     ให  0ε >  
 เลือกจํานวนเต็มบวก  

ε
2

≥N   ซ่ึงสําหรับ Nmn ≥≥   จะไดวา 

ε=<−≤−=
+

−
+

Nm
i

n
i

m
i

n
i

m
im

n
in 2  

โดยทฤษฎีบท 3.1.11   จะไดวา   }){( nin +     เปนลําดับลูเขา        •
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3.2  อนุกรมของจํานวนเชิงซอนและการลูเขา (Series of Complex Numbers and 
Convergence) 
 

บทนิยาม 3.2.1 : ให{ }nz เปนลําดับของจํานวนเชิงซอนและให ∑
=

=
n

1k
kn zS สําหรับแตละ +∈ In   

(1) จะเรียกลําดับ  { }nS วา   อนุกรมของจํานวนเชงิซอน  (series  of  complex numbers) ซ่ึง
 มีเทอมที่ n  คือ  nz  และเขียนแทนอนุกรมโดย  ∑

∞

=1n
nz  หรือ  ......21 ++++ nzzz  

(2) จะเรียก nS   วาผลบวกยอยท่ี n   (n th partial  sum)  ของอนุกรม  ∑
∞

=1n
nz  

(3) อนุกรม ∑
∞

=1n
nz   ลูเขาสู 2RS∈  (converges  to  S) ก็ตอเมื่อ sslim n

n
=

→∞
    และถามี  

 2RS∈ ซ่ึง ∑
∞

=1n
nz  ลูเขาสู S  เราจะกลาววา∑

∞

=1n
nz  เปนอนุกรมลูเขา  (convergent  series) 

(4) ถาอนุกรม ∑
∞

=1n
nz   ลูเขาสู S เมื่อ 2RS∈  แลวจะเรียก S  วาผลบวก(sum) ของอนุกรม  

 ∑
∞

=1n
nz     และเขียนแทน S  ดวยสัญลักษณ  ∑

∞

=
=

1n
nzS  

(5) ถา{ }nS เปนลําดับลูออกแลวเราจะกลาววาอนุกรม∑
∞

=1n
nz เปนอนุกรมลูออก(divergent  

 series) 
(6) จะกลาววาอนกุรม ∑

∞

=1n
nz เปนอนุกรมลูเขาสัมบูรณ (absolutely convergent series )   

 ถา  ∑
∞

=1n
nz  เปน อนุกรมลูเขา 

 
ในบทนี้  เมื่อกลาวถึงอนุกรมจะหมายถึงอนกุรมของจํานวนเชิงซอน 
 
โดยทฤษฎีบท  2.57  และทฤษฎีบท 3.1.8 ขอ (3)  ทําใหไดทฤษฎีบท  3.2.2  ดังตอไปนี้ 

 
ทฤษฎีบท  3.2.2  :  ถา อนุกรม∑

∞

=1n
nz ลูเขาสัมบูรณ  แลว   ∑

∞

=1n
nz เปนอนุกรมลูเขา      

  
ทฤษฎีบท  3.2.3  :  ถา ∑

∞

=1n
nz เปนอนุกรมลูเขา  แลว 0zlim n

n
=

→∞
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พิสูจน :   ให  ∑
∞

=1n
nz ลูเขาสู   2RS∈  

ให  0ε > เนื่องจาก sslim n
n

=
→∞

   ดังนั้นมีจํานวนเต็มบวก    ซ่ึงทําให 

2
ε ssn   <−     เมื่อ  Nn ≥  

สําหรับทุก 1+≥ Nn   จะไดวา    

 ε
2
ε

2
εssssssz nnnnn =+<−+−≤−= −− 11      

เพราะฉะนั้น      0zlim n
n

=
→∞

          

 

ขอสังเกต  3.2.4 :  บทกลับของทฤษฎีบท 3.2.3 ไมจริง     เนื่องจากมีอนกุรม  ∑
∞

=1

1
n n

 ซ่ึงเปนอนุกรม

ลูออกและ 0
n

lim
n

=
∞→

1  

 
ทฤษฎีบท 3.2.5 :   ถา nnn ibaz += แลว ( ) ibaibaz

1n
nn

1n
n +=+= ∑∑

∞

=

∞

=

ก็ตอเมื่อ  aa
n

n =∑
∞

=1
 

และ  bb
n

n =∑
∞

=1
 

 
พิสูจน  : สําหรับ +∈ In   ให ∑

=
=

n

k
kan

1
α   และ   ∑

=
=

n

k
kbn

1
β   

(⇒)  กําหนดให ibaz
n

n +=∑
∞

=1
 

ดังนั้น { }nin βα +   เปนลําดับของผลบวกยอยของอนกุรม  ∑
∞

=1n
nz  

โดยทฤษฎีบท  3.1.8  ขอ (3)  สรุปไดวา{ }α n ลูเขาสู a   และ{ }nβ ลูเขาสู  b  
ดังนั้น aa

n
n =∑

∞

=1
และ  bb

n
n =∑

∞

=1
 

(⇐)    กําหนดให { }α n ลูเขาสู a   และ{ }β n ลูเขาสู  b  
 โดยทฤษฎีบท  3.1.8  ขอ (3)  จะไดวา { }nin βα +   ลูเขาสู a +bi 
ดังนั้น  biaz

n
n +=∑

∞

=1
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ทฤษฎีบท 3.2.6 :  การทดสอบอัตราสวน   (Ratio   Test) 
ให ∑

∞

=1n
nz เปนอนุกรมของจํานวนเชิงซอนที่ไมเปนศูนย และให R∈ρ    ถา ρ=+

∞→ z
z

n

n
n
lim 1  

แลว    
(1) ∑

∞

=1n
nz เปนอนุกรมลูเขาสัมบูรณ  ถา  1<ρ  

(2) ∑
∞

=1n
nz เปนอนุกรมลูออก  ถา  1>ρ  

 
พิสูจน   :  (1) ให  ρ <  1  และ pxε −=   แลว 0ε >  

ให   x   เปนจํานวนจริงซ่ึง 1<< xρ  
โดยบทนยิาม  3.1.3  มี  N เปนจาํนวนเต็มบวกซึ่งสําหรับ Nn ≥ จะไดวา  

( ) ερ <−+ nn zz 1    หรือ  xzz nn =+<+ ρε1  

ดังนั้น  สําหรับแตละ  Nn ≥   จะไดวา   n

n

nnn x
xzxzz

1

1

+

+ =<  

หรือ  C
x
z

x
z

x
z

x
z

N
N

n
n

n
n

n
n =<<<< −

−
+
+ ....1

1
1
1    เมื่อ  C   เปนคาคงตัว 

นั่นคือ n
n Cxz <     สําหรับทุก Nn ≥  

แต∑
∞

=0n

nx  เปนอนุกรมเรขาคณิต  ซ่ึง  1x0 <<    ดังนั้น∑
∞

=0n

nxC  ลูเขา 

และ  โดยทฤษฎีบท 2.53 จะไดวา ∑
∞

=1n
nz เปนอนกุรมลูเขาสัมบูรณ     

 (2) ให 1>ρ    และให  x  เปนจํานวนซึ่ง  ρ<< x0    และ 0x >−= ρε  
โดยบทนยิาม 3.1.3   มีจํานวนเต็มบวก  N   ซ่ึงสําหรับ Nn ≥      จะไดวา 1xερ

z
z

n

1n >=−>+         

นั่นคือ    nn zz >+1     ทุก Nn ≥  และสรปุไดวา  0zlim n
n

≠
→∞

    

โดยทฤษฎีบท  3.2.3   จะไดวา     ∑
∞

=1n
nz   เปนอนุกรมลูออก     

  
ขอสังเกต 3.2.7 : สําหรับ  ρ  ในทฤษฎีบท 3.2.6  เมื่อ  ρ =1  ไมสามารถสรุปไดวา∑

∞

=1n
nz เปน

อนุกรมลูเขาหรือลูออก    เนื่องจากมีตวัอยางของอนุกรมที่มีคา   ρ =1  ที่เปนอนุกรมลูเขา  และมี
ตัวอยางของอนุกรมที่มีคา  ρ =1  ที่เปนอนุกรมลูออก  ดังนี ้
(1)     อนุกรม   ∑

∞

=1

1
n n

        มี  11
=

+
=

∞→ n
nlim

n
ρ     
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และเราทราบวา∑
∞

=1

1
n n

  เปนอนุกรมฮารโมนิค  ดังนั้น ∑
∞

=1

1
n n

จึงเปนอนกุรมลูออก 

(2)     อนุกรม ∑
∞

=1
2

1
n n

    มี  ( ) 1121
2

2

2

2
=

++
=

+
=

∞→∞→ n
nnlim

n
nlim

nn
ρ     

และเนื่องจากเราทราบวาอนกุรม ∑
∞

=1
2

1
n n

เปนอนุกรมพี ที่มีคา p = 2 > 1  ดังนัน้อนุกรม ∑
∞

=1
2

1
n n

  เปน

อนุกรมลูเขา 
   
ทฤษฎีบท 3.2.8  :  
(1)   ให α   และ  β  เปนคาคงที่ซ่ึงเปนจํานวนเชิงซอน  ถา∑

∞

=1n
nz  และ∑

∞

=1n
nw เปนอนุกรมลูเขาแลว   

        อนุกรม∑
∞

=
+

1
)(

n
nn wz βα เปนอนุกรมลูเขา   และ ∑∑ ∑

∞

=

∞

=

∞

=
+=+

11 1
)(

n
n

n n
nnn wzwz βαβα  

(2)   ถา  ∑
∞

=1k
nz  เปนอนุกรมลูเขาแลว   มีจํานวนบวก M ซ่ึง  Mzn ≤   สําหรับทุก +∈In    

(3)   (Cauchy  Test) : ∑
∞

=1n
nz ลูเขาก็ตอเมื่อ 0zlim

pn

nk
kp
=∑

+

=∞→
 

 
พิสูจน  :  (1)  ใหอนกุรม∑

∞

=1n
nz  ลูเขาสู 2RS∈ และอนุกรม∑

∞

=1n
nw ลูเขาสู  2RW ∈  

สําหรับทุก +∈ In   ให nn zzzS +++= ...21   และ nn wwwT +++= ...21  
ดังนั้น     { }nS  ลูเขาสู  S     และ  { }nT   ลูเขาสู  W  
เห็นไดวา  { }nn TS βα +  เปนลําดับของผลบวกยอยของ ( )∑

∞

=
+

1n
nn wz βα  

โดยทฤษฎีบท 2.15   สรุปไดวา  { }nn TS βα +   ลูเขาสู wS βα +  
ดังนั้น∑

∞

=
+

1
)(

n
nn wz βα เปนอนกุรมลูเขา  และ ∑∑ ∑

∞

=

∞

=

∞

=
+=+

11 1
)(

n
n

n n
nnn wzwz βαβα      

(2) กําหนดให nnn iyxz +=   และใหอนกุรม  ∑
∞

=1k
nz  ลูเขาสู 2RS∈  

โดยทฤษฎีบท 3.2.3 จะไดวา 0zlim n
n

=
→∞

    

 นั่นคือ { }nx และ{ }ny เปนลําดับมีขอบเขต 
 ดังนั้น  มีจํานวนจริงบวก 1M   ซ่ึง 1Mxn ≤    สําหรับทุก  +∈ In    
 และมีจํานวนจริงบวก 2M   ซ่ึง 2Myn ≤     สําหรับทุก  +∈ In    
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เลือก  2
2

2
1 MMM +=   จะไดวา   สําหรับทุก  +∈ In   แลว 

MMMyxz nnn ≤+≤+= 2
2

2
1

22         
 

(3)   สําหรับการพิสูจน Cauchy  Test จะใชทฤษฎีบท 3.1.11  และจะขอละการพิสูจน
    
ทฤษฎีบท 3.2.9  :    การทดสอบเปรียบเทียบ (Comparison  Test)  

ให 0M n ≥  สําหรับทุก +∈ In    และใหอนกุรม  ∑
∞

=1n
nz   เปนอนกุรมที่มีเงื่อนไขวา 

nn Mz ≤ สําหรับทุก 0Nn≥  และถา อนุกรม   ∑
∞

=1n
nM ลูเขา  แลว  อนุกรม∑

∞

=1n
nz ลูเขาสัมบูรณ 

 
พิสูจน  :  ให 0M n ≥  สําหรับทุก +∈ In   และให  ∑

∞

=1n
nz สอดคลองวา nn Mz ≤

สําหรับทุก 0Nn≥  

ใหอนกุรม   ∑
∞

=1n
nM ลูเขา  ดังนั้น 0Mlim

pn

nk
kp
=∑

+

=∞→
   สําหรับทุก +∈ In  

นั่นคือ  สําหรับทุก +∈ In และสําหรับทุก +∈ Ip เราไดวา   

        ∑∑∑
+

=

+

=

+

=
≤≤≤

pn

nk
k

pn

nk
k

pn

nk
k Mzz0  

ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 2.16  จะไดวา  0zlim
pn

nk
kn
=∑

+

=∞→
 

โดยทฤษฎีบท 3.2.8  ขอ (3)  จะไดวา  ∑
∞

=1n
nz  เปนอนุกรมลูเขา  

นั่นคืออนุกรม   ∑
∞

=1n
nz   ลูเขาสัมบูรณ                    

       
ทฤษฎีบท 3.2.10 : อนุกรมเรขาคณติ 
อนุกรมเรขาคณิต  ∑

∞

=0n

nz  ลูเขาสัมบูรณเมื่อ 1<z และลูออก เมื่อ   1≥z   และ ∑
∞

= −
=

0n

n

z
z

1
1

เมื่อ 1<z  
 

พิสูจน  : ให  NS  เปนผลบวกยอยที่   N  ของอนุกรม ∑
∞

=0n

nz  
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จะไดวา       N
N

n

n
N zzzS +++==∑

=
...1

1
       (1) 

นํา  z   คูณทั้งสองขางของสมการดานบน จะไดวา 
12 ... +++= N

N zzzzS         (2) 
นํา    (2) - (1)  จะไดวา   ( ) 11 1 −=− +N

N zzS  

หรือ   
z

zS
N

N −
−

=
+

1
1 1

 

กรณีท่ี 1    1<z   จะไดวา  
zz

zlimSlim
N

NNN −
=

−
−

=
+

∞→∞→ 1
1

1
1 1

 

ดังนั้น  ∑
∞

=0n

nz ลูเขา สูจํานวนจริง 
z−1

1     เมื่อ 1<z  

กรณีท่ี 2    1≥z  จะไดวา  { }NS   เปนลําดับลูออก 

ดังนั้น  ∑
∞

=0n

nz    เปนอนุกรมลูออก เมื่อ  1≥z                     

 

ตัวอยาง  3.2.11 :   จงหาผลบวกของอนุกรม  ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

1 3
1

n

ni     

 

วิธีทํา  : เนื่องจาก อนุกรม  ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

0n

ni
3

1 เปนอนุกรมเรขาคณิตซ่ึง 1
3
2

3
1

<=
+ i     

ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 3.2.10 จะไดวา    
( ) ii

i
0n

n

−
=

+−
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +∑

∞

= 2
3

311
1

3
1  

เนื่องจาก ∑∑
∞

=

∞

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

0n

n

n

n iii
3

1
3

1
3

1
1

 

ดังนั้น  โดยทฤษฎีบท 3.2.8 ขอ (1)  จะไดวา  ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

1 3
1

n

ni เปนอนุกรมลูเขา และ 

i
i

i
ii

n −
+

=
−

⋅
+

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +∑

∞

= 2
1

2
3

3
1      

3
1

1
       

ดังนั้นผลบวกของอนุกรม  ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

1 3
1

n

ni  คือ  
i
i

−
+

2
1       • 

 
ตัวอยาง  3.2.12 :   จงหาคา z  ซ่ึงทําให อนุกรม n

0n

n z∑
∞

=
− )1(   และอนุกรม∑

∞

=0n

nz 2 เปนอนุกรมลู

เขาพรอมทั้งหาผลบวกของอนุกรม 
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วิธีทํา  :  เนื่องจาก ∑∑
∞

=

∞

=
−=−

0n

nn

0n

n zz )()1( เปนอนุกรมเรขาคณิต 

โดยทฤษฎีบท   3.2.10  จะไดวาอนกุรมนีลู้เขาเมื่อ  1<=− zz   และมีผลบวกของอนุกรม
เปน

z
z n

0n

n

+
=−∑

∞

= 1
1)1(   

ในทํานองเดียวกัน  เนื่องจาก∑
∞

=0n

nz 2 เปนอนกุรมเรขาคณิต 

โดยทฤษฎีบท  3.2.10 จะไดวาอนุกรมนี้ลูเขาเมื่อ 12 <z นั่นคืออนุกรมนี้ลูเขาเมื่อ 1<z  

และมีผลบวกของอนุกรมเปน 2
2

1
1
z

z
0n

n

−
=∑

∞

=
                    • 
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บทที่  4 
อนุกรมกําลงัของจํานวนเชิงซอน 

( POWER  SERIES  OF  COMPLEX  NUMBERS ) 
 

ในบทนี้เราจะศึกษาอนกุรมกําลังของจํานวนเชิงซอน  และจะแสดงวาทุกอนุกรมกําลัง
ของจํานวนเชงิซอนมีวงกลมของการลูเขา  ซ่ึงมีรัศมีเปน 0 หรือเปนจํานวนจริงบวกหรือเปนคาบวก
อนันต 

 
4.1 อนุกรมกําลังของจํานวนเชิงซอน (Power  Series  of  Complex  Numbers ) 
 

บทนิยาม 4.1.1 : อนุกรมกําลังของจํานวนเชงิซอนรอบจุด 0zz=  (power  series  of  complex  
numbers  about  0zz=  )  คือ  อนุกรมเชิงซอนที่อยูในรูปตอไปนี้    

...)z(za)z(zaa 2
02010 +−+−+        เมื่อ ,...,a,aa 210         เปนคาคงตัวซ่ึงเปนจํานวน

เชิงซอน 
เราอาจเขียนแทนอนุกรมกําลังขางบนไดในรูป  ∑

∞

=0n

n
0n )(z-za  

 
ตัวอยาง  4.1.2  : ตอไปนี้เปนตวัอยางของอนกุรมกําลังของจํานวนเชิงซอน 

(1) ∑
∞

=0n

nz     (2)   ( )
∑
∞

=

−

0n

n

n
zz
!

  0    (3) ∑
∞

=0n

n
0 )  n!(z-z  

(4) ( )
∑
∞

= +
−

1n

n

1)n(n
iz    (5) ( )∑

∞

=

+−

0n

n

(2n)!
i1zn!   (6) ∑

∞

=
++

1n

nn )z21  (n  

(7) ∑
∞

=1n
n

n

a
z 2

     (โดยที่ a ≠ 0)   (8) ∑
∞

=1n
n

n

n!n
z    (9) ∑

∞

=1n
n

n

n
n!z   

 
หมายเหตุ  :   พิจารณาในอนุกรมกําลังในตัวอยาง 4.1.2  ขอ (1)  ถากําหนดให  iz   

2
1     

2
1      +=        

จะไดอนุกรม  ∑
∞

=
+

0n

ni)
2
1

2
1(    ซ่ึงเปนอนุกรมลูเขา และถากําหนดให iz 32+=  จะไดอนุกรม 
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∑
∞

=
+

0n

ni)32(  ซ่ึงเปนอนุกรมลูออก  เนื่องจากอนุกรมทั้งสองเปนอนุกรมเรขาคณิตซ่ึงมีคา 1<z  และ   

1>z    ตามลําดับ 
นั่นคือ   อนุกรมกําลังที่เปนอนุกรมเรขาคณตินั้นใชเกณฑในการพจิารณาการลูเขา 

โดยการเปรียบเทียบคาของ  z  กับ  1 
ประเด็นปญหาที่เราจะพจิารณาตอไปก็คือ อนุกรมกําลังอ่ืนๆที่ไมใชอนุกรมเรขาคณิต

จะลูเขาเมื่อใด  และลูออกเมือ่ใด 
สําหรับทฤษฎีบท 4.1.3 ซ่ึงเปนทฤษฎีบทที่ใหขอสรุปวาทุกอนกุรมกําลังของจํานวน

เชิงซอนมีวงกลมของการลูเขา  ซ่ึงมีรัศมีเปน 0 หรือเปนจํานวนจริงบวกหรือเปนคาบวกอนนัต  ใน
การพิสูจน เราจะอาศัยสัจพจนของความบรบิูรณ ซ่ึงกลาวดังตอไปนี ้

 
สัจพจนของความบริบูรณ (Axiom  of  Completeness) 
 ถา RX⊂≠φ  และ X  มีขอบเขตบน  แลว X  จะมีขอบเขตบนคานอยสุด 
 
ทฤษฎีบท  4.1.3  :  สําหรับอนุกรมกําลัง n

0
0n

n )z(z  a −∑
∞

=
 ใด ๆ   เราไดวา  

(1) ถาอนุกรมลูเขาที่จํานวนเชิงซอน  w ซ่ึง 0zw≠   แลวอนุกรมนี้ ลูเขาสําหรับทุก  z   ซ่ึง   
 00 zwzz −<−  
(2) จะเกิดสิ่งตอไปนี้เพียงอยางใดอยางหนึ่งเทานั้น 
 (i)     อนุกรมลูเขาเฉพาะที่ 0zz=   เทานั้น 
 (ii) มีจํานวนจริงบวก R  ที่เรียกวารัศมีของการลูเขาของอนุกรมกําลัง  (radius  of  
convergence  of  the  power  series) ซ่ึงอนุกรมลูเขาเมื่อ Rzz 0 <−   และอนุกรมลูออกเมื่อ 

Rzz 0 >−  แตถา Rzz 0 =−  อนุกรมอาจลูเขาหรือลูออก  และเรียกวงกลม Rzz 0 =−  วา วงกลม
ของการลูเขาของอนุกรมกําลัง  (circle  of  convergence  of  the  power  series)   
 (iii)    อนุกรมลูเขาสําหรับทุก z   (กรณีนี้กลาววาR  เปน +∞) 
(3) รัศมีของการลูเขาของอนุกรมกําลังหาไดจากสูตร

nn
n

aalim
R

1  
1

+
∞→

= เมื่อลิมิตหาคาได  

หรือลิมิตเปนบวกอนนัต 
 

พิสูจน  : (1)  สมมติ  อนุกรม n

0n
n zza )( 0−∑

∞

=
 ลูเขาที่ wz= โดยที่ 0zw≠  
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นั่นคือ  อนกุรม n

0n
n zwa )( 0−∑

∞

=
เปนอนุกรมลูเขา  โดยทฤษฎีบท 3.2.8 ขอ (2) จะไดวามีจํานวนจริง

บวก  M ซ่ึงสอดคลองวา 
    Mzwa n

0n ≤− )(   สําหรับทุก +∈ In  
  
ให 2Rz∈  สอดคลองวา  00 zwzz −<−    เราจะแสดงวา  nn

0n Mδ)z(za ≤− สําหรับบางคา
ของ  ( )1,0∈δ  

ให 1<
−

−
=

0

0

zw
zz

δ    

 เนื่องจาก  nn
0

n

n
0

0
n

n
0n

n
0n Mδzw

zw

zz
azza)z(za ≤−

−

−
=−=−    

Claim   :  อนุกรม n

0n
n zza )( 0−∑

∞

=
ลูเขา  เมื่อ z   สอดคลองวา 00 zwzz −<−  

เนื่องจาก     nn
n Mzza δ≤− )( 0        สําหรับทุกจํานวน +∈ In  

และ∑
∞

=0n

 nMδ เปนอนุกรมลูเขา เพราะวา 1<δ  

โดยทฤษฎีบท 3.2.9  จะไดวา n

0n
n zza )( 0−∑

∞

=
 เปนอนุกรมลูเขา    

(2)   ถา   n

0n
n zza )( 0−∑

∞

=
  ไมสอดคลอง  (i) ดังนั้นอนกุรมลูเขาที่  01 zz ≠  

 และถา  n

0n
n zza )( 0−∑

∞

=
  ไมสอดคลอง (iii)  ดังนั้นมี 12 zz ≠  และ 02 zz ≠  ซ่ึง  

n
0

0n
n )z(za −∑

∞

=
 ลูเขาที่  1z    และ n

0n
n zza )( 0−∑

∞

=
ลูออกที่ 2z  

โดย ขอ (1)  จะไดวา  0201 zzzz −<−  

ให   A =  { z⏐ n

0n
n zza )( 0−∑

∞

=
ลูเขา}    ดังนั้น Az ∈1   และ φ≠A  

ให  { }Az:zz 0X ∈−=         ดังนั้น   Xzz 01 ∈−   และ φ≠X  
Claim 1 : X  มีขอบเขต 

เนื่องจาก Az ∉2  
ให Az∈  
สมมติ 002 zzzz −<−  
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โดย ขอ (1)  จะไดวา  n
02

0n
n )z(za −∑

∞

=
เปนอนุกรมลูเขา           ซ่ึงเปนขอขัดแยง 

ดังนั้น  002 zzzz −≥−  
เลือกจํานวนจริงบวก 02 zzM −=   และสรุปไดวา  X   มี  M   เปนขอบเขตบน 
โดยสัจพจนความบริบูรณไดวา X   มีขอบเขตบนคานอยสุด  
ให  R  เปนขอบเขตบนคานอยสุดของ X  
เนื่องจาก Az ∈1   และ 0zz 01 >−   ดังนั้น 0R>  

Claim 2 :      ถา Rzz 0 <−   แลว  n
0

0n
n )z(za −∑

∞

=
ลูเขา 

ให  Rzz 0 <−  
เลือก w  ซ่ึง Rzwzz 00 <−<−  

เราจะแสดงวา   n
0

0n
n )z(wa −∑

∞

=
ลูเขา 

สมมติ   n
0

0n
n )z(wa −∑

∞

=
   ลูออก 

ให Az ∈′   จะไดวา  Rzwzz 00 <−<−′  
ดังนั้น  0zw−    เปนขอบเขตบนของ A          ซ่ึงเปนขอขัดแยง 

ดังนั้น n
0

0n
n )z(wa −∑

∞

=
ลูเขา 

โดยขอ (1)  จะไดวา  n
0

0n
n )z(za −∑

∞

=
เปนอนุกรมลูเขา 

Claim 3 :      ถา Rzz 0 >−   แลว  n
0

0n
n )z(za −∑

∞

=
ลูออก 

ให  Rzz 0 >−     ดังนั้น Az∉   เพราะฉะนั้น   n
0

0n
n )z(za −∑

∞

=
เปนอนุกรมลูออก   

(3)   กรณีท่ี  1  : ถา  0aalim nn
n

                1 ≠+
∞→

  
ให ( )n0nn zzaz −=  
โดยการทดสอบอัตราสวน จะไดวาอนกุรม∑

∞

=0n
nz    เปนอนุกรมลูเขาสําหรับทุก  z   ซ่ึง 

   1aalimzz)z(za)z(zalimzzlim n1nn0
n

0n
1n

01nn
n1nn

<−=−−= +∞→

+
+∞→+∞→

 

และอนุกรม∑
∞

=0n
nz   เปนอนุกรมลูออกเมื่อ    1aalimzz n1nn0 >− +∞→
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นั่นคือ    ถา  0zz−   <  
n1nn

aalim
1

+∞→

  จะได  อนกุรม ∑
∞

=0n
nz  เปนอนุกรมลูเขา 

และ      ถา  0zz−   >  
nn

n
aalim 1

1

+
∞→

  จะได  อนุกรม ∑
∞

=0n
nz  เปนอนุกรมลูออก 

ดังนั้นรัศมีของการลูเขาของอนุกรมกําลังหาไดจากสูตร
n1nn

aalim
1R
+∞→

= เมื่อลิมิตหาคาได 

กรณีท่ี 2  :  ถา     0aalim nn
n

               1 =+
∞→

 
ให   ( )n0nn zzaz −=  

จะไดวา  10aalimzzzzlim n1nn0n1nn
<=−= +∞→+∞→

 

โดยการทดสอบอัตราสวน  จะไดวา n
0

0n
n z(za )−∑

∞

=
ลูเขาสําหรับทุกจํานวน   z  

เมื่อ     0      aa     lim n1nn
=+∞→

 

และกรณีนี้เราไดวา  R  = + ∞ 
กรณีท่ี  3 : ∞+=+∞→

          aa     lim n1nn
 

ให   ( )n0nn zzaz −=  

จะได  ( )
n

01n
n

n1n
n a

zzalimzzlim −
= +

∞→
+

∞→
 

และลิมิตหาคาไดเฉพาะเมื่อ 0zz=  เทานั้น และลิมิตมีคาเทากับ  0 
โดยการทดสอบอัตราสวน  จะไดวา n

02
0n

n )z(za −∑
∞

=
ลูเขาเฉพาะที ่ 0zz=    เทานั้น 

และในกรณนีี้ เราจะไดวา   0R =                    
 

ตัวอยาง  4.1.4  :  จงพิจารณาการลูเขาของอนุกรมในตวัอยาง  4.1.2 
 
วิธีทํา  : (1)    สําหรับอนุกรมเรขาคณิต   ∑

∞

=0n

nz   เราไดวา  1=na  สําหรับทุก n และ

โดยทฤษฎีบท 4.1.3 ขอ (3)  จะไดวารัศมีของการลูเขาของอนุกรมนี้เปน  1        
ดังนั้น∑

∞

=0n

nz  ลูเขาเมื่อ  1z < และ ลูออกเมื่อ    1z >          

(2)   สําหรับอนุกรม    ( )
∑
∞

=

−

0n

n
0

n!
zz

     เราไดวา 
n!
1an =  
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ดังนั้น   
n

1n
n a

a
lim +

∞→
  =  0   

1n
1lim  

1)!(n
n!lim

nn
=

+
=

+ ∞→∞→
   และโดยทฤษฎีบท 4.1.3  

ขอ(3)  จะไดวา +∞=R     นั่นคืออนกุรม ( )
∑
∞

=

−

0n

n
0

n!
zz

     ลูเขาสําหรับทุก z                

         (3)   สําหรับอนุกรม ∑
∞

=0n

n
0 )  n!(z-z     เราไดวา !nan =  

ดังนั้น   
n

1n
n a

a
lim +

∞→
  =  ( ) +∞=+=

+
∞→∞→

 1nlim  
n!

1)!(nlim
nn

  และโดยทฤษฎีบท 4.1.3 ขอ (3)  

จะไดวา 0R=   นั่นคืออนุกรม∑
∞

=0n

n
0 )  n!(z-z   ลูเขาเฉพาะที่ 0zz= เทานั้น       

(4)   สําหรับอนุกรม ( )
∑
∞

= +
−

0n

n

nn
iz

)1(
     เราไดวา 

1)n(n
1an +

=  

ดังนั้น   n1nn
aalim +→∞

  =    1   
2n

nlim  
1)2)(n(n

1)n(nlim
nn

=
+

=
++

+
→∞→∞

 

โดยทฤษฎีบท 4.1.3 ขอ (3)  จะไดวา    อนกุรม  ( )
∑
∞

= +
−

0n

n

1)n(n
iz       ลูเขาเมื่อ 1iz <−   

และ ลูออกเมือ่ 1iz >−          

        (5)    สําหรับอนุกรม   ( )
∑
∞

=

+−

0n

n

n
izn

)!2(
1!      เราไดวา  )!2(

!
n
nan =  

ดังนั้น    n1nn
aalim +∞→

  =  0 
1)2(2n

1lim
1)2)(2n(2n

1nlim
n
n

n
nlim

nnn
=

+
=

++
+

=⋅
+
+

∞→∞→∞→
      

!
)!2(

)!22(
)!1(  

โดยทฤษฎีบท 4.1.3 ขอ (3)จะไดวา     อนุกรม  ( )∑
∞

=

+−

0n

n

(2n)!
i1zn!      ลูเขาสําหรับทุก  z   

        (6)   สําหรับอนุกรม ∑
∞

=
++

1n

nn )z21  (n   เราไดวา   n
n na 21++=  

ดังนั้น   n1nn
aalim +∞→

   =       2   
21n

22nlim n

1n

n
=

++
++ +

∞→
 

โดยทฤษฎีบท 4.1.3 ขอ (3)จะไดวา 
2
1

=R    นั่นคืออนุกรม    ∑
∞

=
++

1n

nn )z21  (n     ลูเขาเมื่อ
2
1

<z   

 และ ลูออกเมือ่  
2
1

>z           

(7)    ให   n

n

n a
zw

2
=    แลว    1

22

1 +

+

+ = n

n

n a
zw    

ดังนั้น  nn
n

wwlim 1+
∞→

  =
a
z

a
zlim

n

22
=

∞→
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เนื่องจาก∑
∞

=0n
n  w  เปนอนุกรมเรขาคณิต   ดังนัน้∑

∞

=0n
n  w จะลูเขาเมื่อ  1

2
<

a
z    หรือเมื่อ az <  

 และ ลูออกเมือ่ 
a
z2

  >  1 หรือเมื่อ az >        

(8)    สําหรับอนุกรม    ∑
∞

=0n
n

n

nn
z
!

       เราไดวา    n
n n!na =  

ดังนั้น nn
n

aalim 1+
∞→

  =  +∞=
+++

=
++

∞→

+

∞→
     

!
)1()!1( 1

n

n

nn

n

n n
1)1)(n1)(n(nlim

nn
nnlim  

โดยทฤษฎีบท 4.1.3 ขอ (3)  จะไดวา    อนกุรมลูเขาสําหรับทุก  z      

        (9)     สําหรับอนุกรม ∑
∞

= 0n
n

n

n
n!z

       เราไดวา  nn n
na !

=     

เนื่องจาก 1+
∞→

nn
n

aalim =

e
n

lim
n

nlim
1)n(n

1)1)(n(nlim
n

n
n
nlim n

n

n

nn

1n

n

n

nn
=+=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

=
+
++

=
+
+

⋅
∞→∞→

+

∞→

+

∞→
)11(1     

)!1(
)1(! 1

 

จะไดวา nn
n

aalim 1+
∞→

 =  
1

1

+
∞→

nn
n

aalim
  =   

e
1    นั่นคือรัศมีของการลูเขาของอนุกรมนี้เปน  e  

โดยทฤษฎีบท4.1.3 ขอ (3) จะไดวา อนุกรม∑
∞

=0n
n

n

n
n!z    ลูเขาเมื่อ ez <   และ ลูออกเมือ่ ez >      • 

 
ขอสังเกต  4.1.5  :  ถาอนุกรมกําลัง n

0
0n

n )z(za −∑
∞

=
 ลูออก ที่  wz =  แลวอนกุรมจะลูออกสําหรับ

ทุก  z   ซ่ึง   00 zwzz −>−  
 

พิสูจน  :  ให  n
0

0n
n )z(za −∑

∞

=
  ลูออกที ่ wz =  

ให  z   เปนจุดใด  ๆ  ซ่ึง 00 zwzz −>−    

สมมติ n
0

0n
n )z(za −∑

∞

=
ลูเขา 

โดยทฤษฎีบท 4.1.3 ขอ (1)  จะไดวา  n
0

0n
n )z(wa −∑

∞

=
เปนอนุกรมลูเขา ซ่ึงเปนขอขัดแยง 

ดังนั้น n
0

0n
n z(za )−∑

∞

=
ลูออกสําหรับทุก z ซ่ึง 00 zwzz −>−       
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4.2  การลูเขาแบบยูนิฟอรมของอนุกรมกําลัง(Uniform Convergence of Power Series) 
 

บทนิยาม 4.2.1  : ถาอนุกรมกําลัง n
0

0n
n )z(za −∑

∞

=
ลูเขาสําหรับทุก z  ในโดเมนD     แลวอนุกรม

นี้กําหนดฟงกชัน   n
0

0n
n )z(zaf(z) −= ∑

∞

=
   สําหรับทุก Dz∈    

เรากลาววาอนกุรมกําลัง n
0

0n
n )z(za −∑

∞

=
ลูเขาแบบยูนิฟอรม ใน D  ไปสู ( )zf    

 (converges  uniformly  in D  to ( )zf )  ก็ตอเมื่อ  สําหรับแตละจํานวนจริงบวก ε  จะมีจํานวน
เต็มบวก N  ซ่ึงสอดคลองวา   

εf(z))z(za k
0

n

0k
k <−−∑

=
    

สําหรับทุก Dz∈   และทุก Nn ≥    
 

ตัวอยาง  4.2.2  : ให  r  เปนจํานวนจริงบวก   (1)  จงแสดงวาอนุกรมเรขาคณิต  ∑
∞

=0n

nz ลูเขาแบบ 

ยูนิฟอรมใน  { }1rrzzD <<=   เมื่อ  :  
(2)  จงแสดงวาอนุกรมเรขาคณิต  ∑

∞

=0n

nz  ไมลูเขาแบบยูนฟิอรม

ใน { }1 rrzzD =<=   เมื่อ  :  
 

พิสูจน :  (1)   ให ε > 0 
เลือกจํานวนเตม็บวก ( )r1εlogN r −≥   ซ่ึงสําหรับแตละ z  ซ่ึง 1rz <≤   และ Nn ≥   แลว

จะไดวา  ε
r1

r
r1

r
r1

r
z1

z
z1

1
z1

z1
z1

1z
N1N1n1n1nn

0k

k =
−

≤
−

≤
−

<
−

=
−

−
−

−
=

−
−

++++

=
∑  

ดังนั้นอนกุรมเรขาคณิต   ∑
∞

=0n

nz ลูเขาแบบยูนฟิอรม ใน  { }1 rrzzD <<=   เมื่อ  :    

(2)    สมมติอนุกรม ∑
∞

=0n

nz  ลูเขาแบบยูนิฟอรมใน { }1 rrzzD =<=   เมื่อ  :  

ให  0ε >  

จะมีจํานวนเตม็บวก  N   ซ่ึงถา  Nn≥   จะไดวา ε
z1

z
z1

1z
1n

0n

n <
−

=
−

−
+∞

=
∑  

เลือก  z  เปนจํานวนจริงซ่ึง 1z
2
1

<<  และ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧<− + ε2

1,
2
1minz1 1n  
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ดังนั้น    ε>
−

+

z
z n

1

1
    ซ่ึงเปนขอขัดแยง 

นั่นคือ  อนุกรมเรขาคณิต 
n

0n
z∑

∞

=
  ไมลูเขาแบบยูนฟิอรมใน { }1 rrzzD =<=   เมื่อ  :   •

  
สําหรับทฤษฎีบทตอไปนี้ใชในการสรุปผลวาอนุกรมกําลังจะลูเขาแบบยูนิฟอรม

ภายในวงกลมของการลูเขา  และจะขอละการพิสูจนไว (สามารถอานรายละเอียดการพิสูจน            
ไดจาก[ 6 ]) 
 
ทฤษฎีบท 4.2.3  :  Weierstrass  M – Test  
กําหนดให n

0
0n

n )z(za −∑
∞

=
เปนอนุกรมกําลังและ{ }nM เปนลําดับของจํานวนจริงบวก 

ซ่ึงสอดคลองวา ( ) n
n

0n Mzza ≤−  สําหรับทุก +∈ In  และสําหรับทุก z ในบริเวณ S   

ถา∑
∞

=0n
nM เปนอนุกรมลูเขา  แลว n

0
0n

n )z(za −∑
∞

=
ลูเขาแบบยูนฟิอรมและลูเขาสัมบูรณใน S  

  
ตัวอยาง  4.2.4  :  จงแสดงวาอนุกรมเรขาคณิต∑

∞

=0n

n  z ลูเขาแบบยนูิฟอรมสําหรับทุก z   

ซ่ึง  1<≤ rz  
 

พิสูจน :  ให 1<≤ rz   แลวจะได    1r0 <≤  
ให   n

n rM =    แลวจะได  n
nn Mrz =≤   

 และเนื่องจาก ∑∑
∞

=

∞

=
=

0n

n
n

0n
rM  เปนอนุกรมเรขาคณิตที่  1r <   จึงเปนอนุกรมลูเขา 

ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 4.2.3 จะไดวา
n

0n
z∑

∞

=
  ลูเขาแบบยูนิฟอรมใน { }1: <≤= rzzS   

  
      ทฤษฎีตอไปนี้จะแสดงวาอนุกรมกําลังจะลูเขาแบบยนูฟิอรมภายในวงกลมของการลูเขา 
 
ทฤษฎีบท 4.2.5 : ให 0)R   ,(Rzz 0 ≠=−    เปนวงกลมของการลูเขาของอนุกรม

กําลัง n
0

0n
n )zza −∑

∞

=
( แลวอนกุรมนี้ลูเขาแบบยูนิฟอรมและลูเขาสัมบูรณ

ใน { }Rr0rzzzS 0 <<≤−=   เมื่อ   :    ที่อยูภายในวงกลมของการลูเขา  R   zz 0 =−  
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พิสูจน :  ให  R   rzz 0 <=−  เปนวงกลมที่วางอยูภายในวงกลมของการลู

เขา R   zz 0 =−  
พิจารณา )(

2
1 rRzz 0 +=−   ซ่ึงเปนวงกลมที่อยูระหวางวงกลมทั้งสอง 

ให 1z  เปนจุดทีอ่ยูบนวงกลม )(
2
1 rRzz 0 +=−    และให z  เปนจุดใดๆ ทีอ่าจวางอยูภายใน

หรือวางอยูบนวงกลมที่มีรัศมี r    
จะไดวา  r   zz 0 ≤−  และ )(

2
1 rRzz 01 +=−  

โดยทฤษฎีบท 4.1.4 ขอ (1)  จะไดวา n
01

0n
n )z(za −∑

∞

=
 ลูเขา 

ดังนั้น{ }n
01n )z(za −   เปนลําดับมีขอบเขต 

นั่นคือ มีจํานวนเต็มบวก M  ซ่ึงสําหรับทุกn   แลว   Mz(za n
01n ≤− )  

และเนื่องจาก  
nn

01

0n
01n

n
0n rR

2rM
zz
zz

)z(za)z(za ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
≤

−
−

−=−   

แต   Rr <   ดังนั้น  12
<

+ rR
r  

ดังนั้นอนกุรม
n

n rR
rM ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
∑
∞

=

2
0

เปนอนุกรมเรขาคณิตที่ลูเขา 

โดยทฤษฎีบท 4.2.3     จะไดอนุกรมกําลัง  n
0

0n
n )z(za −∑

∞

=
 

ลูเขาแบบยูนิฟอรมและลูเขาสัมบูรณใน  { }Rr0rzzzS 0 <<≤−=   เมื่อ   :     
 
ทฤษฎีบท 4.2.6  : ให R   เปนรัศมีของการลูเขาของอนุกรมกําลัง n

0n
n za∑

∞

=
  นิยามฟงกชันเชิงซอน 

f    ดังนี ้
                           n

0n
n zaz)f ∑

∞

=
=(   เมื่อ ( )0RR    ,z ≠<  

ให r  เปนจํานวนจริงบวกซึ่ง Rr <  แลว )(zf  ตอเนื่องใน { }rzzD <= :    
 
พิสูจน :  เนื่องจาก   Rz    ,zaf(z) n

0n
n <= ∑

∞

=
     

 ให    n
nn za(z)f =  
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จะได    k
kk

k
n

0k
k

n
n10n z  a(z)        ,fzaza...zaa(z)S ==+++= ∑

=
 

โดยทฤษฎีบท  4.2.5 จะได  n

0n
n za∑

∞

=
ลูเขาแบบยูนิฟอรมใน D ไปสู )(zf  

เนื่องจาก nS  ตอเนื่องที่ทุก ๆ z   ที่อยูในD  
โดยทฤษฎีบท 2.42  จะไดวา f  ตอเนื่องที่ ทกุๆ z                     
 

การลูเขาแบบยูนิฟอรมของอนุกรมกําลังภายในวงกลมของการลูเขาทําใหไดผลสรุปที่
เกี่ยวกับการอินทิเกรตและการดิฟเฟอเรนชิเอต  ดงัจะกลาวในทฤษฎบีท 4.2.7 และทฤษฎีบท 4.2.8 
โดยจะขอละการพิสูจน (สามารถอานรายละเอียดการพสูิจนไดจาก[ 6]) 
 
ทฤษฎีบท 4.2.7 :  ให R   เปนรัศมีของการลูเขาของอนุกรมกําลัง n

n
n za∑

∞

=1
และ 0R ≠  พิจารณา   

ถา C  เปนคอนทัวรอยางงาย ซ่ึงอยูภายในวงกลมของการลูเขา Rz =   แลวเราสามารถอินทิเกรต

อนุกรมกําลัง n

n
n za∑

∞

=0
 แบบทีละเทอม ไดดังนี ้    dzza dz  za

C

n

0n
n

n

0n
n ∫∑∑∫

∞

=

∞

=
=)(

C
 

 
ทฤษฎีบท 4.2.8 :  ให   R  เปนรัศมีของการลูเขาของ )(zfza n

0n
n =∑

∞

=
เมื่อ  ( )0R ≠  แลวจะไดวา 

(1)    1n

1n
n zna −

∞

=
∑ มีรัศมีของการลูเขาเปน R  เชนเดียวกันกับ n

0n
n za∑

∞

=
   

(2)   )(zf  เปนฟงกชันวิเคราะหไดภายในวงกลมของการลูเขา  และสามารถหาอนุพันธของ )(zf

ไดโดยการดิฟเฟอเรนชิเอตอนุกรมกําลังแบบทีละเทอม  ดงันี้ 

  za1nk1kkzf
nk

nk
k

n ∑
∞

=

−+−−= ))...(()()(     เมื่อ   Rz <  และ +∈ In  

ผลจากทฤษฎีบท 4.2.8 จะเปนจริงสําหรับ ( )∑
∞

=
−

0n

n
0n zza ดวย ซ่ึงจะกลาวไวใน

ทฤษฎีบท  4.2.9  โดยจะขอละการพิสูจน (สามารถอานรายละเอียดการพิสูจนไดจาก  [ 6 ]) 
 
ทฤษฎีบท 4.2.9 :  ให ( )zf  เขียนแทนไดดวยอนุกรมกําลัง  ดงันี้ 
 )0R    (Rz-z    ,)z(zaf(z) 0

n
0

0n
n ≠<−= ∑

∞

=
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  แลว   (1)   ( )zf เปนฟงกชันวิเคราะหไดสําหรับ  Rzz 0 <−  
 (2)     สัมประสิทธิ์  na  สามารถหาไดจากการหาอนุพันธของ ( )zf   ดังนี ้

     
n!

)(zf
a 0

(n)

n =  

 (3)     มีอนุกรมกําลังเพียงอนุกรมเดยีวเทานั้นที่เขียนแทน  ( )zf ได 
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บทที่  5 
อนุกรมเทยเลอร 

(TAYLOR′S  SERIES) 
    

ในบทที ่ 4  เราไดศึกษาวาอนุกรมกําลังทีม่ีรัศมีของการลูเขาไมเทากับศูนยจะแทน
ฟงกชันวิเคราะห   ในบทนี้เราจะแสดงวาทุกฟงกชันวิเคราะหจะสามารถกระจายเปนอนุกรมกําลัง
ได 
 
ทฤษฎีบท 5.1 :  ทฤษฎีบทของเทยเลอร  (Taylor ′ s   Theorem) 

ถา f  เปนฟงกชันวิเคราะหไดที่ทุกจุดซึ่งอยูภายในหรืออยูบนวงกลม 
000 rzzC =−:      แลว  สําหรับทุก  z   ที่อยู ภายในวงกลม 0C  จะไดวา 

...)(
!

)(
...)(

!2
)(

))(()()(
)(

2 +−++−
′′

+−′+= n
0

0
n

0
0

000 zz
n

zf
zz

zf
zzzfzfzf     (5.1) 

นั่นคือ    ∑
∞

=
−=

0n

n
0

0
(n)

)z(z
n!

)(zf
f(z) และ       n

0
0n

n )z(za −∑
∞

=
ลูเขาสู )(zf  แบบยูนิฟอรม 

สําหรับทุก z  ที่อยูภายใน 0C  

เมื่อ   0,1,2,... , n 
n!

)(zf
a 0

(n)

n ==         

กลาววา   (5.1)   คือการกระจาย )(zf  เปนอนุกรมเทยเลอรรอบจุด 0z  
  

พิสูจน  :  ให z   เปนจุดใด ๆ ภายใน 0C   และสมมติ 0zzr −=   ดังนั้น  0rr <  

เลือก 1r  ซ่ึง 01 rrr <<   ให 1C  เปนวงกลมซึง่ 101 rzz:C =−     และใหจุด z′  เปนจุดที่อยูบน
วงกลม 1C  
โดยสูตรอินทกิรัลของโคชี  จะไดวา 
        zd

z)z(
)zf(

i2
1zf

1C

′
−′
′

= ∫π
)(                         (5.2) 

พิจารณาจํานวนเชิงซอน   1α ≠ จะไดวา     
α1

αα...αα1
α1

1 n
1n2

−
+++++=

−
−  
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ทุก   z′   บน  1C  เราไดวา  1
zz
zz

0

0 ≠
−′
−   ทําให 

0

0000
zz
zz

1

1
zz

1
)z(z)zz(

1
zz

1

−′
−

−
⋅

−′
=

−−−′
=

−′
 

           
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−′
−

−′
−

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−′
−

++
−′
−

+
−′

=
− n

0

0

0

0

1n

0

0

0

0

0 zz
zz

zz
zz

1

1
zz
zz

...
zz
zz

1
zz

1  

และดังนัน้  

 
( ) ( ) ( )( )n

n
0

n

1n
0

2
0

0 zzzz
)zf()z(z

zz
)zf()z(z

...
zz

)z)f(z(z
zz
)zf(

zz
)zf(

−′−′
′−

+
−′

′−
++

−′

′−
+

−′
′

=
−′
′ −

 

แทนคา  
zz

zf
−′
′)(    ใน   (5.2)   ไดวา 

 ∫∫∑ −′−′
′′−

+′
−′

′−
= +

−

= 11 C
n

0

n
0

C
1j

0

1n

0j

j
0

)zzz)(z(
z)dzf(

i2
)z(z

zd
)zz(
)zf(

i2
)z(z

f(z)
ππ

 

                    n

1n
00

1)(n

000 R
1)!(n

)z)(z(zf
...)z)(z(zf)f(z +

−
−

++−′+=
−−

  

เมื่อ     ∫ −′−′
′′−

=
1C

n
0

n
0

n )zzz)(z(
z)dzf(

i2
)z(z

R
π

 

Claim :       0Rlim n
n

=
∞→

 
ให   M เปนคาสูงสุดของ   )(zf   บน 1C   เนื่องจาก rrzz 1 −=−′   และ 1rzz 0 =−′    
ดังนั้น   

n

11

1
n

11

1
n

n r
r

rr
Mr

r)r(r
Mr2

2π
rR ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
−

<
π  

แต 1
r
r

1
<   เพราะฉะนั้น 0Rlim n

n
=

∞→
  และการพิสูจนทฤษฎบีทสิ้นสุด  

  
เรียกอนกุรมเทยเลอรซ่ึง 0z0 =  วา อนุกรมแมคลอริน  (Maclaurin′s  series) 

 ดังนั้นการกระจาย )(zf เปนอนกุรมแมคลอริน คือ ...z
2!
(0)f(0)zff(0)f(z) 2 +
′′

+′+=  
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ตัวอยาง 5.2  : จงกระจายฟงกชันตอไปนีเ้ปนอนุกรมแมคลอริน 
(1)    ze    (2) sin  z    (3) cos  z  

 
วิธีทํา : (1)  ให  )(zf   =  ze   ดังนั้น  )(zf   เปนฟงกชันวิเคราะหไดทีจุ่ด  z   

ในระนาบเชิงซอนและ   0,1,2,...  , n   e(z)f z(n) ==       เพราะฉะนั้นกระจาย )(zf          
เปนอนุกรมแมคลอรินไดดงันี้ 

∑
∞

=
+=+

′′
+′+==

1n

n
2z

n!
z1...z

2!
(0)f(0)zff(0)f(z)e     เมื่อ  ∞<z  

        (2)  ให   sin zf(z)  =   ดังนั้น  )(zf   วิเคราะหไดที่ทุกจดุ  z   ในระนาบเชิงซอน  
สําหรับจํานวนเต็มที่ไมเปนลบจะได 

        
( ) ( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−

⋅−=
−

         

           

zsin1

cosz1(z)f
n

2
1

1n
2
1

n  

ดังนั้น 0(0)f n =)(   ถา n เปนจํานวนเต็มคู และ 1)(n
2
1

(n) 1)((0)f
−

−=    ถา n  เปนจํานวนเต็มคี่   
เพราะฉะนั้นกระจาย )(zf  เปนอนุกรมแมคลอรินไดดังนี้       

         ∑
∞

=

−
−

−
−=++−=

1n

12n
1n

53

1)!(2n
z1)(...

5!
z

3!
zzzsin       เมื่อ  ∞<z   

                     (3)     ทํานองเดียวกัน ถ า   cos zf(z)  =     แลว 

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−

⋅−=
+

    cos z     1

     sin z     1   (z)f
n

2
1

1)(n
2
1

n  

ดังนั้นกระจาย  )(zf   เปนอนุกรมแมคลอรินไดดังนี ้

 ∑
∞

=
−+=+−+−=

1n

2n
n

642

(2n)!
z1)(1...

6!
z

4!
z

2!
z1cos  z       เมื่อ  ∞<z   • 

 
ตัวอยาง  5.3 :  จงกระจาย  

z
1   เปนอนุกรมเทยเลอรรอบจุด     1 

 
วิธีทํา  :   ให 

z
zf 1)( =    ดังนั้น )(zf   วิเคราะหไดที่ทุกจดุ  z   ซ่ึงอยูภายในหรืออยู

บนวงกลม  11zC0 <−:   พิจารณา  z   ใด ๆ ใน  0C   จะได 

ถา n  เปนจํานวนเต็มคี ่
ถา n  เปนจํานวนเต็มคู 

 

ถา n  เปนจํานวนเต็มคี ่
ถา n  เปนจํานวนเต็มคู 
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       1n

n
(n)

z
 n!1)((z)f +

−
=  

และดังนัน้   n!1)((1)f n(n) −=  

เพราะฉะนั้นอนุกรมเทยเลอรของ   
z
1    รอบจุด   1  คือ   

 ...1)(z
2!
(1)f1)(1)(zff(1)f(z)

z
1 2 +−

′′
+−′+==  

         ...1)(z1)(z1)(z1 32 +−−−+−−=  
 ∑

∞

=
−−=

0n

nn 1)(z1)(       เมื่อ 11z <−        • 

 

ตัวอยาง  5.4   :  จงกระจาย  3z)(1
1
−

 เปนอนุกรมแมคลอริน 

  
วิธีทํา :   เราจะอาศัยความจริงที่วา  สามารถดิฟเฟอเรนชิเอตอนุกรมกําลังทีละเทอม

ภายในวงกลมของการลูเขาได 

พิจารณา    
z1

1f(z)
−

=       เมื่อ  1z <  

อนุกรมแมคลอรินของ  
z1

1
−

   คือ     ∑
∞

=
=++++

0n

n32 z...zzz1  

เนื่องจาก ∑
∞

=

−−=′′
2n

2n1)zn(n(z)f  

ดังนั้น ∑
∞

=

−−=
− 2n

2n
3 1)zn(n

z)(1
2    

หรือ  ...10z6z3z1z1)n(n
2
1

z)(1
1 322n

2n
3 ++++=−=

−
−

∞

=
∑         เมื่อ   1<z    • 

 
การแทนดวยอนุกรมกําลังมีวธีิเดียว  (Uniqueness  of  Representation  by  Power  Series) 
 
 เราทราบจากทฤษฎีบท  5.1  วาฟงกชันวิเคราะหจะถูกแทนดวยอนกุรมเทยเลอรซ่ึงเปน
อนุกรมกําลังชนิดหนึ่ง  ตอไปจะแสดงวาการแทนฟงกชันวิเคราะหดวยอนุกรมกําลังอื่น ๆ ที่ไมใช
อนุกรมเทยเลอรเปนไปไมได   นั่นคือ   ฟงกชันวเิคราะหจะถูกแทนไดดวยอนกุรมกําลังโดยวิธีเดยีว
เทานั้น  ซ่ึงคืออนุกรมเทยเลอร 
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ทฤษฎีบท  5.5 :  ถา    )z(zaf(z) n
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พิสูจน  :  เนื่องจากเราสามารถดิฟเฟอเรนชิเอตอนุกรมกาํลังทีละเทอมได ดังนัน้  
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พิสูจน  :  พิจารณาจํานวนเตม็  0m>   และ  z   ซ่ึง  Rzz 0 <−   จะได 
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เพราะฉะนั้น  ∑
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